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I. INTRODUCCION

La Optica paraxial es una simplificaciéon de la éptica
geométrica que se utiliza para describir, de forma facil
y eficiente, la propagacién de luz para rayos que estan
cercanos al eje 6ptico. En general, los célculos y resul-
tados obtenidos por medio de la 6ptica paraxial seran
una primera aproximacion a un sistema O6ptico, siendo
estrictamente vélidos para sistemas en los cuales las di-
mensiones transversales sean mucho mas chicas que las
dimensiones longitudinales de objetos, imédgenes, y ele-
mentos del sistema 6ptico.

Los rayos paraxiales son aquellos que propagan cer-
canos al eje 6ptico, tal que las desviaciones angulares re-
specto de este son pequenias (ver un esquema en la figura
1). Para los rayos paraxiales valen las siguientes aproxi-
maciones:

donde @ es el angulo que hace el rayo con el eje 6ptico.

Como veremos, estas aproximaciones simplifican en
gran medida el trazado de rayos y calculo de imdgenes en
sistemas 6pticos complejos. En particular, estas aprox-
imaciones producen la linealizacién de la ley de Snell
nysin(f1) = nasin(fs), tal que en la dptica paraxial la
ley de Snell toma la forma:

7I191 ~ n292
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FIG. 1. Esquema de un rayo paraxial. La flecha indica la
direccién de propagacion.
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Esta linealizacién de la ley de Snell va a permitir estu-
diar la propagacién de rayos a través de un sistema por
medio transformaciones lineales (matrices).

Es interesante notar que en la 6ptica paraxial no ex-
iste el fenémeno de aberracion, ya que todos los rayos que
salen de un punto convergen a otro tnico punto (imagen)
luego de pasar por el sistema 6ptico. Algunos libros de
texto también llaman a la éptica paraxial como dptica
Gaussiana, ya que fue Gauss quien formulé sus bases al-
rrededor del ano 1800.

II. COORDENADAS Y MATRICES

Para describir un rayo que esta ubicado en un deter-
minado plano que corta al eje 6ptico se utilizan dos ”co-
ordenadas”, la altura del rayo en ese punto, y el angulo
0 que tiene respecto del eje 6ptico (ver esquema en la
figura 2).

En lo que sigue vamos a ver que éptica paraxial un
rayo que entra con coordenadas (y1,61) a un sistema ético
general, sale del mismo con coordenadas (y2,62), dadas

por:
Y2 _ (G11 Q12 % Y1
0 a1 @G22 01
donde la matriz A estd relacionada a los distintos ele-
mentos del sistema 6ptico.
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FIG. 2. Esquema de trabajo en éptica paraxial. Un rayo de
entra a un sist. 6ptico con coordenadas (yi,01), y sale del
mismo con coordenadas (y2,62).



En lo que sigue vamos a ver que cada elemento de un
sistema 6ptico (lentes convergentes, divergentes, medios,
intefaces, etc) tienen matrices asociadas A, As.. Ay
(para un sistema de N elementos). Entonces la matriz
A, asociada a todo el sistema éptico estard dada por el
producto de las matrices asociadas a cada elemento:

A:Al*AQ**AN

IIT. ALGUNAS MATRICES IMPORTANTES
ASOCIADAS A ELEMENTOS DE UN SISTEMA
OPTICO

En lo que sigue se obtienen la matrices relacionadas a
los elementos béasicos de un sistema éptico

A. Traslacién de un rayo

Supongamos una rayo que propaga una distancia d a lo
largo del eje 6ptico, a través de un medio homogéneo de
indice de refraccién n,. Entonces debido a la propagacion
rectilinea de la luz tenemos que las coordenadas final e
inicial del rayos estan relacionadas por (ver figura 3):

y2 = y1 +tan()d = yo = y1 + db
n192 = n191 = 92 = 91

Este sistema de ecuaciones puede ser escrito de la forma

matricial:
Ya| _ Y1
)= i)

donde Ty es la matriz asociada a una traslaciéon en d a
través de un medio homogéneo:

1d
r=lo ]

ray©o

eje optico

FIG. 3. Propagacién rectilinea de un rayo en un medio ho-
mogéneo. En su camino, rayo se desplaza una cantidad d a lo
largo del eje 6ptico.
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FIG. 4. Refraccién de un rayo en una interface esférica.

B. Refraccién en una interface esférica y plana

Consideremos un rayo que se refracta en una interface
esférica como en la figura 4. La refraccién en una in-
terface es una transformacién que se lleva a cabo a una
misma altura (y; = yo = y). Es decir, la refraccién es una
transformacién que produce sélo un cambio en el angulo
del rayo, a través de la ley de Snell (linealizada):

n1¢; = NadPy

Aqui es importante notar que la ley de Snell se aplica
respecto de la normal a la interface, y entonces se debe
usar los dngulos ¢’s en lugar de los 0’s (figura 4). Sin
embargo, nosotros necesitamos las coordenadas final del
rayos, es decir gie necesitamos ver como es el angulo del
rayo refractado respecto al eje 6ptico (62).

De la figura 4 es facil ver que se puede escribir la ley
de Snell como:

n1(0 + a) = na(f2 + @)

Ademsds, se tiene que y = R sin(a), tal que en la aproxi-
maxién paraxial podemos escribir o ~ % Entonces ten-
emos:

ny (01 + %) = nq (0 + %)

tal que el angulo del rayo refractado se escribe como:

ny —n2

0 =
2 ngR

n
Y+ —1 91
n2

Entonces, finalmente las coordenas de un rayo refrac-
tado por una interface esférica puede ser escritas en forma

matricial como:
Yyl _ Y1
HREAH
donde R es la matriz de refraccion:

1
R = |:n1n2 ’f?1j|

na R1 n2



De esta misma expresién se puede obtener la matriz aso-
ciada a una refracciéon en una interface plana, tomando
el limite R — oo, la matriz queda como:

1 0
by

n2

C. Lentes gruesas y delgadas

Podemos pensar que un razo que atraviesa una lente
gruesa sufre tres transformaciones consecutivas (ver
figura 5):

e Primero una refracciéon en una interface esférica de
radio Ry (Ry > 0).

e Luego el rayo se traslada en el espesor de la lente
e.

e Finalmente el rayo es refractado por una interface
esférica de radio Ry (R2 < 0).

Entonces, la matriz Ly asociada a una lente gruesa
puede ser escrita como el siguiente producto de matrices:

L[t 0] e 1 0
S vy i B O B v el

Podemos obtener la matriz asociada a una lente del-
gada L4, tomando el limite e — 0:

1 0 10 1 0
e[t 216 8-l 2

n3 Ra  ng3 na R1 no

Para el caso de unalente delgada que esta inmersa en un
mismo medio (y entonces n; = ns) obtenemos la recono-
cida expresion:

1 0
[y
11
donde el foco f de la lente viene dado por % =
na—ny (L — L) '
ny R2 R1 :
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FIG. 5. Propagacién de un rayo a través de una lente gruesa.
Podemos pensar que esta propagacién consta de 3 transfor-
maciones sucesivas: una refracciéon en una interface esférica.
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FIG. 6. Convencién de signos en 6ptica paraxial.

D. Nota sobre la convencién de signos

En general, similar a lo que ocurre con la éptica
geométrica, en éptica paraxial se utiliza la siguiente con-
vencién de signos (ver figura 6):

e Para distancias de propagacién positivas d, los
rayos viajan de izquierda a derecha.

e Las alturas y de rayos se consideran positivas (nega-
tivas) si estan por arriba (por debajo) del eje 6ptico.

e En general se consideran todos los angulos como
agudos, con su respectivo signo.

e Los radios de curvatura de interfaces o superficies
son positivos si el centro de curvatura esta a la
derecha del vertice de la superficie.

IV. SISTEMAS OPTICOS GENERALES
A. Puntos cardinales de un sistema éptico

Los planos y puntos cardinales ayudan a realizar el
trazado de rayos de un sistema déptico general y a deter-
minar las imagenes de objetos. Estos planos y puntos,
caractericticos de cada sistema 6ptico, son:

e Planos y puntos focales objeto e imagen.
e Planos y puntos principales objeto e imagen
e Planos y puntos conjugados

En general, para ubicar la posiciéon de estos planos y
puntos caracteristicos de un sistema éptico, es muy ttil
considerar que el objeto se ubica a una distancia D del
sistema Optico, y luego de atravesar el sistema los rayos
recorren otra distancia D, (ver figura 7). Entonces las
coordenadas inicial y final de los rayos se escriben como:

yg_le*analg*lD*yl
92 - 0 1 a21 Q22 01 91



FIG. 7. Esquema de trabajo para obtener los puntos car-
dinales de un sistema épticos generale. Un rayo sale de un
objeto que se encuentra a una distancia D del sistema éptico,
v luego de atravesar el mismo, propaga otra distancia D).

Realizando los calculos matriciales obtenemos la relacion
explicita entre los rayos inicial y final:

Y2| _ |11 + Dpan D(a11 + Dpa21) + a1z + Dpasa| |11
D) az1 aze + Dagy 0,

En lo que sigue vamos a utilizar esta ralacién para de-
terminar en que posiciones del eje optico se lkocalizan los
distintos puntos cardinales de un sistema 6ptico general.

B. Planos y puntos focales

Para determinar la ubicacién F), del plano focal ima-
gen en un sistema 6ptico general hay que considerar que
rayos que entran paralelos al sistema 6ptico, convergeran
en un punto perteneciente al plano focal imagen (ver un
esquema en la figura 8a).

La altura de este punto donde convergen rayos parale-
los no depende de las alturas de los rayos iniciales yj,
sino sélo del angulo de ingreso al sistema 6ptico, tal que
y2 = y2(01). Entonces para determinar la posicién del
plano focal imagen consideremos que el plano de refer-
encia a la salida del sistema éptico coincide con el plano
focal imagen, tal que D, = O, F), luego:

(1)

Entonces el primer elemento de la matriz conectando los
rayos de entrada y salida debe anularse:

ya = (constante) * 0o

ayy + Dpagl =0
tal que:

Dp = OpF = —an/agl (2)
De esta forma, el valor de —aj;/a2; nos determina la
posicién del plano focal imagen, medida respecto del
dltimo vértice del sistema 6ptico O,. Hay que notar

que en este calculo supusimos que el plano focal imagen
estaba ubicado a la derecha del vértice O,. Entonces si
el valor de —aq1/a2; es un ndmero positivo significa que
el plano focal esté efectivamente ubicado a la derecha de
O,. En el caso contrario, si para algtn sistema 6ptico este
calculo da un valor negativo, entonces esto significaria
que el plano focal imagen estara ubicado a la izquierda
de O,.

La determinacién del plano focal objeto se realiza por
medio de un razonamiento similar (ver figura 8b). Si
tuvieramos rayos con distintos dngulos 61 que salen de un
mismo punto de altura y; que estuviera ubicado sobre el
plano focal objeto, entonces luego de pasar por el sistema
optico los rayos saldrian paralelos, con angulo 02 que seria
s6lo funcién de la altura de los rayos iniciales 85 = 02(y;).

Entonces para determinar la ubicacién del plano focal
objeto, decimos que el objeto estd ubicado en el plano
focal objeto tal que D = FO, tal que:

3)

y el elemento de matriz que conecta a 61 y 6 debe anu-
larse age + Dag; = 0, tal que:

02 = (constante) x yy

D = m = —0,22/0,21 (4)

Entonces el valor de —ass/ag; nos da la posicién del plano
focal objeto, ubicado respecto al primer vértice del

b)
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FIG. 8. Determinacion de planos focales. a) Rayos que entran
paralelos al sist. éptico convergen en un punto perteneciente
al plano focal F,. b) Rayos que salen de un mismo punto
perteneciente al plano focal objeto F' salen paralelos luego de
atravesar el sistema 6ptico.



sistema 6ptico O. Notemos que para hacer el calculo
supusimos que el plano focal objeto estaba ubicado a la
izquierda de O. Entonces, si el valor de —aga/ag; es
positivo el plano focal objeto esta efectivamente ubicado
a la izquierda de O. Si este valor es negativo, entonces el
plano focal objeto estara ubicado a la derecha de O.

Matriz del sistema 6ptico entre planos focales:
Si en la expresién que utilizamos para determinar los
planos focales ponemos que las distancias D y D, cor-
responderfan a los planos focales objeto (D = FO =
—agz/ag1) e imagen (D, = O,F, = —ai1/as1), obten-
emos lo que se conoce como matriz del sistema O6ptico
entre planos focales:

A=, 0]

donde f = —det(A)/as1 y fp = —1/az1. Esta matriz
serd de gran utilidad a la hora de calcular la posicién de
imagenes de objetos.

C. Formacién de imigenes

En lo que sigue calculamos la imagen de un objeto por
un sistema éptico general. Supongamos que el objeto se
ubica a una distancia x a la izquierda del plano focal
objeto F, y la imagen se forma a una distancia z, a
la derecha del plano focal imagen F), (ver figura 9).
Entonces buscamos ver como son = y xp, y el aumento
del objeto por el sist. optico.

Para hacer el cdlculo de la imagen del objeto, es muy
util considerar la matriz del sistema entre planos focales,
tal que la ecuacién matricial de rayos que salen del objeto
y terminan en su imagen toma la forma:

)=o) (s 2] o 1) 2]

) y,,{

=
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FIG. 9. Formaci6n de la imagen de un objeto.

y haciendo los calculos matriciales tenemos:

Bl ot 45K

Entonces para que sea la imagen del objeto la altura de
la imagen y, no deberia depender del angulo inicial 6.
Entonces el elemento de matriz que conecta a 6, y y,
deberia anularse

—xxp/fp+ f=0

con lo que se obtiene la localizacién de la imagen, medida
respecto al plano focal imagen F,:

_fh
T ==, (5)
de nuevo, notemos que para hacer el calculo supusimos
que la imagen se forma a la derecha del plano focal ima-
gen F,. Entonces, si el valor de % es positivo, la imagen
del objeto esta efectivamente ubicada a la derecha de F},.
Si este valor es negativo, entonces la imagen estard ubi-
cado a la izquierda de Fj,.
Luego la altura de la imagen viene dada por la ex-
presion:

_xp

o

Yp = Y (6)

D. Planos principales

Los planos principales objeto H e imagen H), se definen
como aquellos planos de magnificacién 1. De esta forma,
todo rayo que corte al plano principal objeto H saldra
del plano principal H,, a la misma altura.

Para determinar la ubicacién de estos planos pode-
mos utilizar la ecuacién para la formacion de imagenes,
suponiendo que el objeto se ubica en el plano principal
objeto, y la imagen se forma en el plano principal imagen.
Entonces de las ecuaciones de Newton tenemos:

—TTp

fo

Entonces como los planos principales tienen magnifi-
cacion 1 tenemos ys = y1, tal que:

Yo = Py + ( + )6 (7)
p

)
e N —
fp P P
S R | N
I

De esta forma el plano principal imagen H,, estard ubi-
cado a una distancia f,, del plano focal imagen. Debido al
signo —, el plano principal imagen se ubica a la derecha
del plano focal imagen. Similarmente, el plano principal
objeto se ubica a la derecha del plano focal objeto, en el
valor de f (ver figura 10a).
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FIG. 10. Planos principales de un sistema éptico. a) Local-
izacién de planos focales F', F}, y principales H, H,. Aqui los
puntos O, O, delimitan el sistema 6ptico. b) Determinacién
de la imagen utilizando los planos principales.

Trazado de rayos utilizando los planos princi-
pales: Los planos principales son utiles a la hora de
realizar el trazado de rayos para la deteminacién de la
imagen de un objeto. para ver esto, escribamos la matriz
del sistema entre planos principales:

[— 11/fp f /O fp]

Entonces, ahora supongamos que un objeto se ubica a
una distancia s del plano principal objeto y se quiere
determinar en que posicién s, se forma la imagen, re-
specto del plano principal imagen (ver figura 10b).

Entonces si utilizamos la matriz del sistema entre pun-
tos principales tenemos:

wl =16 %) it ol 16 31 2]

y realizando las multiplicaciones matriciales obtenemos

la expresion:

1— Sp s(fp=sp)tspf
Yp| _ T o Yy
0o _1/fp %Jrf 01

P

Como queremos que en s, se forme la imagen del ob-
jeto, entonces debe ocurrier que el elemento de matriz

camino del rayo
— — = camino equivalente

FIG. 11. Trazado de rayos equivalentes por medio de la uti-
lizacién de los planos principales.

que conecta a ¥, con 0 se anule, tal que:

S(fp_sp)+5pf -0
fo

(8)

La ultima de estas ecuaciones define la posicién de la
imagen s,. Ademas la magnitud de la imagen vendra
dada por yo = (1 — %)yl

De esta forma, los planos conjugados proveen una gran
simplificacién del sistema 6ptico: Podemos tratar un
sistema optico complejo como una lente delgada
equivalente, siempre que consideremos las distan-
ctas focales respecto de los planos principales del
sistema. Gracias a esto, se puede realizar el trazado de
rayos equivalentes utilizando los planos principales ob-
jeto e imagen (ver esquema en las figuras 10b y 11). Esto
simplifica en gran medida el trazado de rayos en sistemas
opticos complejos, o de un gran ntimero de elementos.




