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Figure 1: Densidad de carga lineal uniforme.

1 Problema 9. Guia 1.

Una barra de longitud L = 2l esta cargada con una densidad de carga lineal A\ uniformemente dis-
tribuida. Sobre la bisectriz de la barra, a una altura h por encima de la misma se establece un punto
P.

a) Hallar la fuerza (magnitud, direccién y sentido) sobre una carga de prueba @, colocada en el
punto P.

b) Calcular el campo y el potencial electrostatico en el punto P y graficarlos en funcién de la altura
h {qué puede decir acerca del comportamiento asintdtico de las funciones que describen al potencial
y al campo electrostatico cuando h >> 17

¢) {qué expresién tienen el campo y el potencial electrostatico cuando la longitud de la barra tiende
a infinito?

1.1 Resolucién

a) El campo electrico de una carga infinitesimal es

iF — aQ .

(1)

donde r es la distancia entre el punto P donde se quiere calcular el campo electrico y el punto donde
esta localizada la carga infinitesimal. El versor €, indica la direccién del campo electrico debido a la
carga infinitesimal. Si tenemos una distribucién de carga lineal A, esta se puede escribir como \ = %,
y despejando d@ obtenemos Adx = d@). Como la distribucién lineal esta uniformemente distribuida,
es constante, por lo tanto [ Adz = [dQ, cuyo resultado es AL = @, donde L es la longitud total de

la barra. Reemplazando d@Q = Adz en la ecuacién (1) e integrando

ﬁ_/l Mz @
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Falta reescribir r y el versor €, en términos de x. Utilizando argumentos de simetria, es posible
darse cuenta de la componente en la direccién z sera nula, ya que la proyeccién del versor €, en el
punto P de puntos simétricos con respecto al origen de coordenadas de la barra se cancelaran en la
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Figure 2: Esquema para la eleccién del angulo y sistema de coordenadas.

direccién x. En esta resolucién se mostrara efectivamente como se produce esa cancelacién. Para ello,
podemos tomar un punto cualquiera de la barra como se ve en la figura, entonces el radio r se puede
escribir mediante el teorema de Pitagoras como

r=vh?+a2? (3)

y el versor €, se puede descomponer en sus direcciones z e y como
e, = —cos e, + sin fe, (4)

Finalmente, cosf y sin f se pueden escribir de la siguiente manera

cos = =~ ’ sin @ h h (5)
e — m—= - —
r ‘/h2+$2 r ‘/h2+$2

Reemplazando la ec.(5), ec.(4) y la ec.(3) en la ecuacién (2), el campo electrico queda

= A /l xdr . N \h /l dx N (©)
= — [ [
Ameg J_; (h? + 22)3/2 dmeg |y (h? + 22)3/277

El integrando en la direccién €, es una funcién impar, es decir, los valores de z < 0 son los negativos
de los valores de > 0. Esto significa que al integrar desde —I a [, las contribuciones de un lado y del
otro lado del cero de coordenadas se cancelaran. En efecto, si calculamos la integral, el resultado es

A ! xdz A 1
By =— 2 2\3/2 L=0 (7)
dmey J_; (h? + 2?) dmeg /B2 + x2
por otro lado, la componente en la direccion y da

B _ A /l dzx Y x . A 21 ®)
Y dmeo J_; (W2 +a2)3/2 T dmeg h2VR2 + 22 1 4dmeo h/R2 + 2

usando que \ = % = &£ el campo electrico queda

20
Q 1 .
dmeg ha/h2 + [2 Cy
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Figure 3: Campo electrico de una densidad de carga lineal uniforme para diferentes valores de 1.

Con este campo electrico, la fuerza que sentira la carga de prueba sera

dreg hv/h2Z +12 7
b) El cédlculo del potencial es més sencillo, ya que no involucra considerar direcciones en el espacio.
En particular, el potencial de una carga infinitesimal es

d
dv = @ (11)

dmegr

F=Q,E (10)

donde r es de nuevo la distancia entre el punto P donde se quiere calcular el potencial y el punto sobre
la barra que origina ese potencial. Si reemplazamos otra vez d@Q = Adx e integramos en la ecuacion

(11) tenemos
!
d
- / | Adz (12)

dmegr

usando la ec.(3), el potencial queda

A /l dzx
V= 13
4meg _1 Vh?2 + 22 ( )
cuyo resultado es
Q Vhz+1241
V= 1 h2 2 b — In(~—— 14
4meg n( +tatta) [y dmeg2l n( /h2 + 12 — l) (14)

no es dificil ver que si derivamos el potencial V' en funcion de h encontramos el campo electrico.
— —
Recordar que h es una distancia, pero que esta en la direcciéon y por lo tanto £ = -V V = —%—‘}ié\y.
Para estudiar el comportamiento asintotico del campo y el potencial cuando h >> [, podemos

escribir % = 7, entonces sacando factor comun h dentro de la raiz, el campo electrico queda escrito

como 0 )
N
EFE=— "¢ 15
dmeo h2/T P ! 1)
pero como h >> [, entonces n <<< 1
— Q 1
limFE = —/——¢ 1
nli% 4meg h? “ (16)
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Figure 4: Potencial electrico de una densidad de carga lineal uniforme para diferentes valores de 1.

que no es mas que el campo electrico de una carga puntual @) a una distancia h. Esto significa que
si nos alejamos mucho de la barra, el campo electrico que se ve es similar al campo electrico de una
carga puntual QQ = A\L.

Del mismo modo, podemos calcular el limite para el potencial sacando factor comun h

B PV i/ (17)
4meg2l 1+n2—n
Tomando el limite n — 0 sobre el potencial
li = In(1) = 1
nli%v 4d7en2l n(1) =0 (18)

lo que significa que el potencial desde muy lejos es aproxidamente cero.
¢) Si ahora efectuamos el limite de L — oo o I — 00, tenemos que sacar factor comin [ en las
ecuaciones para el campo y el potencial

2 1 2 1
o2 g = 2 e, (19)
dmeo hi/(h2/12 4+ 1) dmeg hy/(h2/12 + 1)
tomando el limite | — oo o) 1
. - . _/\
llirgo E 47eg B (20)
en este caso, el campo electrico decae como 1/h para una barra de longitud infinita.
Del mismo modo, sacando factor comtn [ en el potencial tenemos
A 2
V= )] (21)

Como no es posible encontrar el potencial al hacer el limite de [ — oo, debemos entender que es lo que
estd sucediendo. Basicamente nos estamos olvidando que cuando se calcula potencial, en realidad se
esta calculando una diferencia de potencial. El problema es que el otro punto donde estamos tomando
la referencia de potencial es en el infinito, donde estamos elegiendo que el potencial vale cero. Pero



esta eleccién no es posible hacerla cuando hacemos tender [ a oo, ya que si la densidad de carga
lineal llega hasta el infinito, entonces el potencial no puede ser cero. Para resolver el problema del
potencial, debemos definir algtiin otro punto de referencia. Volviendo a la ec.(14), podemos poner que
la diferencia de potencial entre un punto a una altura h y otro punto a una altura hg es

A (\/h2+l2+l) | (\/h3+l2+l>
n — 1
dreg Vh2+12 -1 VR34 12 -1

donde se reemplazo Q/20 = A. La diferencia de logaritmos In(a) —In(b) se puede escribir como In(a/b),

AV =V (h) — V(h) = (22)

entonces
AV — A (Vh2+ 12+ 1) (\/h3 +12=1) (23)
dmeg (VRZ+ 12 = 1)(\/h3 +12+1)
podemos sacar factor comun [ y entonces
A (V@ 1+ /(32 +1-1)
AV = 1 (24)

e (V22 +1-1)(/(2e)2 +1+1)

ahora podemos tomar el limite para [ — oo, para ello podemos escribir lo que esta adentro de la raiz

como /(22 4+1~1+1(2)2y /(2)2 +1 ~ 1+ 3(%)2, entonces

2 (9 4 L(hy2
lim AV = 2 1In h_g% (25)
N TRy
finalmente % — 0
A h2 A ho
lim AV = In(-2) = In(— 2
Pt v 47eq n(hQ) 2meq n( h) (26)

Ahora la referencia para que el potencial sea cero no es el infinito, sino en h = hyg.



