Fisica Il — Fisica B - Electromagnetismo Profesbra. C. Carletti

Apunte FII-1-RM: Repaso de Matematica

I. Gradiente

A fin de comprender mejor el concepto de “gradientenenzaremos por las bases, analizando,
previamente, qué tipo de informacion nos brindadavada de una funcion escalar unidimensional,
f(x), a saber:

df (x)
! ) -
dx
como sabemos la derivada indica qué tan rapidanvani@f (x) cuando el argumentocambia en una
cantidad infinitesimalix. En otras palabras, si nos desplazamos una cdritiflaitesimaldx desde el
puntox, la funcionf (x) cambia en una cantidag proporcional a la derivada,

-2

aquidf representa a la variacion infinitesimal de la fang (x).

Desde el punto de vista geométrico la derivadé(d@ en el puntox representa la pendiente de
la funcién en dicho punto

»

f(x) 1 f(x) 4

v
v

Bien... ahora extendamos el concepto de derivadasal de funciones en el espagix, y, z)
(ésta representa un campo escalar, si X, y, zaondordenadas espaciales) ¢ Qué significa deniaar u
funcién tridimensional? ¢Qué informacion podemosterdr bajo estas condiciones? Analizando la
situacion veremos que la cuestion se vuelve mudsaompleja.

A fin de allanar el camino en nuestro andlisis, @ara imaginar que la funcion en cuestion es
aquella que me permite definir punto a punto lapemtura en una habitacion. Esta funcién la
designaremos comib(x,y,z),campo de Temperatura. La temperatura de la hahitaeiriara en las tres
coordenadas. No sera la misma cerca del piso qua del techo, asi como tampoco se puede decir que
sea la misma en el centro y en la vecindad de entana o puerta.

Extendamos el concepto de derivada a este campto Biscutido anteriormente la derivada nos
deberia informar qué tan rapido varia la funcidneste casd(x,y,z) cuando hos movemos una pequefia
distancia. Sin embargo es facil observar que estmoion dependerd de la direccidén en la que nos
desplazamos. Por ejemplo, si nos movemos haclaagrrobablemente la temperatura aumente con una
dada rapidez, en cambio, si nos desplazamos htalpmante la variacion de temperatura sera mucho
menor o practicamente nula. En los planos horizesias variaciones de temperatura son practicament
nulas. Generalizando, podemos afirmar que la vériade T depende de la direccién en la que nos
desplazamos, por lo que la cuestion sobre “quéagaido cambia T” tiene infinitas respuestas, una pa
cada direccion que exploremos.
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Afortunadamente un teorema sobre derivadas pasaiide que el diferencial de temperatdia
esta dado por:
dT = (aT) dx + (aT) dy + (aT) d @3)
~ \ox x dy Y 0z z
Esta expresion nos indica como varia T cuando rneadios las tres variables en cantidades

infinitesimalesdx, dy, dzNo necesitamos un numero infinitos de derivasia®, que con solo tres, una a
lo largo de cada direccion ortogonal, es suficigatea cuantificadT.

La ecuacién (3) también se puede escribir comoretysto escalar de dos expresiones
vectoriales

dT—(aT“+aT“+aTl?> (duxt + dyj + dzk) )
B axl dy 0z Xtr &y z
dT = VT - d¢ (5)

donde,d?l es el elemento de desplazamienﬁSI‘gl, el gradiente de T

. T oT_ oT.
VT=(—i+—j+—k>

6
dx 0y 0z ©)

El gradiente de TVT, es una magnitud vectorial. Al aplicar el operadmadienteal campo
escalarT (x, y, z) se obtiene como resultado un campo vectogal depende de las tres variablgg, z,
y que representa la derivada generalizadal'@ey,z), es decir, la expresion (6), es la version
tridimensional de la derivada definida en (1).

Veamos qué interpretacion geométrica tiene el gradide un funcién tridimensional. Como ya
puntualizamos el gradiente @é€x, v, z) es una funcion vectorial tridimensional y comoateéctor tiene
magnitud, direccion y sentido. A fin de analizar seintido fisico del gradiente, reescribiremos la
expresion del diferencial de T, expresion (5),apldo la definicion de producto escalar

dT = VT - d¢ = |VT| - |d#| - cose )
donded es el angulo entréT y d?.

Ahora fijemos la magnitudldﬂ y exploremos los resultados de la expresion amtetuando
variamos la direcciéon del diferencial de desplammid?, es decir, cuando variamos el ang@ldse
observa que el maximo cambio de T ocurre cuandagilloB es ceroos(0) = 1), esto es, cuandi?
es paralelo al gradiente de T. Esto es, para unamtia|d?| fija, la variacion de T es maxima cuando
nos movemos en la direccion del gradiente. Paritot podemos afirmar que:

El gradiente de TVT, es un vector que apunta en la direccién de makiosremento (variacion)
del campo T.

La magnitud |VT| representa la pendiente (razén de cambio) denleido T a lo largo de la
direccion de maxima variacion.

144 = dxi + dyj + dzk

2V es un operador vectorial denominado “Nabla”
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1- Ejercicios propuestos - Gradiente:

1) a) Hallar el gradiente de =./(x?+y?+z2) (observe que esta funcién, con x, y, z, las
componentes cartesianas del vector posicion, reqiesa distancia al origen de coordenadas. ¢,como
puede interpretar al resultado, tiene sentido?

b) Determine las curvas de contorno, es decir, la&afirque determinan la direccién en la cual la
uncion tiene variacion nula. ¢qué representan slichevas en este caso particular?

2) Hallar el gradiente de las siguientes funciones:

a) f(x,y,z) =x%2+y3+z*
b) f(x,y,z) = e*sen(y) In(z)

3) Demuestre que:

a) V@) =2-%
S (1 P
b) V(})=-3

I1. Operador Nabla v

El operadorV aplicado a una funcion escalar, tal como vimosvipreente, nos da como
resultado el gradiente de dicha funcion. La exprede este operacional es,

V—(a“+a“+al€> (8)
- axl ay]

Esta claro que Nabla no es un vector. En realidath tsentido fisico una vez que es aplicado a
una funcion, ya sea vectorial 0 escalaes una instruccion de operacion, en este casmsinaccion de

derivar a la funcién que le sigue y la forma decagion cumple con las reglas de operacion entre
vectores,

Asi, si laT(x,y,z) €s un campo escalaﬁjx, y,Z) €S un campo vectorial,
G = (Gei + G,j + G,k) (9)

la aplicacién de nabla a la funcién escalar T r@sldgradiente de T, expresion (6). En este caso la
operacion consiste en derivar T con respecto da cad de las variables y asignarle a cada valor
obtenido la direccién del versor asociado a dicréable.

La aplicacion de nabla a un campo vectorial implezabién una derivada, pero en este caso la
instruccion dependera del tipo de operacion estalaesntre las dos expresiones vectoriales, eluotod
escalar o el producto vectorial.

La aplicacién de Nabla sobfevia un producto escalar, implica aplicar cada “eonente” del
operador sobre la correspondiente componente agep&a&ectorial y sumar los resultados, obteniéndose
como resultado un campo escalar.

VE—(6“+6“+6E) (Gt + Gyf + G,k) (10)
~ \ox! ay] 0z xt  by] T Bz
~ - (3G, 9G, &G,
C=—=24+2 11
VG <6x+6y+az (11)

En este caso la expresion (11) representa la aperBovergencia del campo Vectorial
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Di adeG=7-¢= (2%, 9%, 95 (12)
lvergenCla e = = ax ay aZ

La aplicacion de Nabla al campo vectoG a través del producto vectorial da como resultdu
Rotor deG

Rotorde G =V x G (13)

III. Divergencia

La divergencia de un campo vectolG esta dada por las expresiones (1(1). Observe que el
resultado es una funcién escalar

Veamos cudl es la interpretac geométrica de Divergenciﬁ,- G.A partir de su definicion, se
observa que ésts una medida de qué tanto se dispediverge oesparce) el cam) vectorial desde el
punto en cuestion

%
A
/*\
/1\
A A N S A O
(a) (b) (c)

Figura 1: Representacioncualitativa de diferentes campos vectoriales.

La funcion vectorial represente en la Figura liene una gran divergencia (positiva), la func
aumenta en la direccién radial, si las flechas t&pan hacia dentrctendria una gran divergenc
negativa. El campo representadc(b) tiene divergencia nula y el representado emeyamente tier

divergencia positiva. Obsérvese (G es una funciéntiene un vector diferente asociado en cada @
del espacio (valordireccion y sentid.. En la figura se graficaron los vectores en unoegqumintos
representativos. A fin de clarificar la situacicconsideremos el siguiente ejemplo. Suponga queel
encuentra al borde de un estanque, y esparce algsedrirsobre & superficie. Si el material se dispe
separandose eso significa que & aserrin en un punto de divergencia positiva, giar lado, si e
aserrin se agrupa en un purdicho punto, tiene divergencia negatita funcion vectorial representa
en el modeloaqui imaginado es la velocidad del . Este ejempldidimensional de un campo

velocidadepuede ayudarlo a captar la idea de lo que sigridicivergenciz

2- Ejercicios propuestos - Divergencia:

4) Suponga que las funciones erFigura 1 son
a) Ea =xi+yj+zk
b) G, =1k
c) EC =zk

5) Calcule la divergencia en cada c.
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6) Calcule la divergencia deG, = x?1 + 3xz?j — 2xz k
7) Calcule la divergencide la siguiente funcién vectorial en coordenaddagsianas y en esféric
Q= P Xty jtzk

S = La respuesta ¢ le sorprende? ¢ Puede expli
r (x2+y2+22) /2

IV. Rotor

Tal como se afirmé anteriormente, el RotoiG se define como laplicacion del operador Nak
aG viael producto vectorial, ecuaci(13).

~

i j k
Rotorde G =V x G == a/ax a/ay a/az (14)
Gy Gy G,
5 o 0G, 0G, 2G, 0G, 0Gy, 0Gy\ ~
VxG= —-—|1 - j+|—=——-———)k 15
X <6y az>l+(az 6x>]+ dx 0y (15)

El rotor, como cualquier otro producto vectoriad, 3e puede calcular sobre una funcion es
Yy, por supuesto, el resultado siempre sera otr@darvectorial

Z

3 ™~ -
e S / . e | e e e e -
/ / 7 "" >~ / / . _»/_. N 3
S =g y —_—— |- —_—
~ e ad -
~
X
(@) ,x/ b
Figura 2

El nombre Rotor esta bien elegido, ya que es urdidaede qué tanto los vectores “rotan
torno” al punto en cuestion. Asi lares funciones en la Figuratienen rotor nulo (tal como puec
observar directamente), mientras que las funcigonampos) de leFigura 2 claramente, tienen

importante rotor apuntando en lireccion del eje z (vers@n. Imagina nuevamente que estas parac
borde de un estanque y que colocas una flechitamdo (espiguita, algo que flo en la superficie del
estanque, si ésta empieza a girar en torno al puegm ésta se encuentre un punto de rotono nula
Un remolino es una clara regién con un gran

3- Ejercicios propuestos - Rotor:

1) Suponga que las funciones etFigura 2 son
a) Ea =y-T1+x-j
b) G,=x]j

2) Calcule el rotor en cada caso

3) Calcule el rotor de la funciépropuesta en el ejercicio 2n la seccion Divergenci ffa =x%1+
3xz%) — 2xz k
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Repaso de Matematica: Ejercicios extras

1) Sean los vectore8 =(3,—2,5) y V= (5,7,—3), calcular:
a) u-v cpu+v
b) GxV d) (50— 3v)-( 1+ 2)

Indicar en cada caso si el resultado es un veatorescalar.

2) Calcular las siguientes integrales:

Q [rsedo)@a o[ rsens) o
b) [[[.r2sen(@)dtdcp o) [['[ (R-r) ser(8) df & b

+ Elresultado de c), ¢es equivalente a consideraseltado de a) multiplicado pdPrJustificar
» El resultado de d), ¢es equivalente a consideraeseiltado de b) multiplicado pc(rR— r‘)3’?
Justificar

3) ¢Es VxF necesariamente perpendicularlfa para cualquier campo vectoridf ? Justificar la
respuesta

4) Si F es un vector uniforme (independiente de r), deraogue se verificaﬁ-(lE . F) =F

5) Sea el campo vectori& (X, Y,z )= Xi+ ij+ Z k. Demostrar que el rotor de es nulo.

a) Enuncie el teorema de la Divergencia. COmo exphcal sentido fisico del flujo de un campo
vectorial a través de una superficie cerrada S.

b) Calcular el flujo deF a través de una esfera de radio R con centro erigeln de coordenadas.
(Ayuda: Aplicar el Teorema de la Divergencia).
c) ¢Cambiaria en algo el resultado si la superfidievesa centrada en (a,0,0), con a < R?

6) Dado un campo vectoridf =a-r € (en coordenadas esféricas).

a) Calcular el flujo a través de una superficie eséédoncéntrica con el origen del campo vectorial y
de radio R. Observe que el resultado es indepeaedienia superficie de integracion
b) Expresar el campo vectorial en coordenadas citiadri

c) Calcular el flujo deF a través de la superficie cilindrica cerrada digiorR que se extiende de z =
0 az=Lyes simétrico alrededor del eje OZ.

i) OBS: Flujo deE:ffE-ES.
S

7) Enunciar el teorema de Stokes. Obsérvese queesstanta permite la transformacion de una integral
de superficie en otra mas sencilla.

a) Comprobar el teorema de Stokes para la fun€ién(2x — y) i — yz2 j — y?z k,
donde S es la superficie de una semiesfera (gidmitperior de una esfera cuya ecuacion en cadsn

cartesianas ex*+ y°+ Z= R, con z > 0), y C es la curva cerrada definida glocontorno de la

superficie S.
8) Utilizar el teorema de Stokes para evaluar la nateglel rotacional del campo vectorial

F (X,y,z): Xyz H xy j- X yf sobre el dominio S consistente en la union deattepsuperior y

de las cuatro caras laterales (pero no el fondbyul®o con vérticeg+1,+1,+1) , (+1,—1,+1),



Fisica Il — Fisica B - Electromagnetismo ApuntelFRM

(=1,-1,+1), (=1, +1,+1), (+1,4+1,-1) , (+1,-1,—1), (=1,—1,-1) y (=1, +1,—1), orientado
hacia afuera
9) Sila funcién vectorial es,G = (4xy — 3x2z2)i + (2x2)j — 2x3zk

a) demostrar que la integr?fé- dl es independiente de la trayectoria C que va deauntog® a otro
C

Q, siendo P y Q puntos fijos.
b) Demostrar que existe una funcion derivatlleque verificaG = —V ¢,y hallar su expresion.
10) Dada la funcién vectoridl = (x + 2y + az)i + (bx — 3y — 2)] + (4x + cy + 22)k
a) Hallar las constantes a, b, ¢ de forma ﬁlﬂea irrotacional.

b) Demostrar qud_/) puede expresarse como el gradiente de una furegdalar@. Hallar dicha
funcion.

11) Una funcién vectoriak puede derivarse como el gradiente negativo deotenpial escala@; es decir
E = -Ogp. Para los siguientes campos escal@reteterminaf en el punto (1,1,0)

a) ¢@=aq,&xp(- @Dse(ﬁr%)
b) @=q, [ Gos(6)

12) Sobre una particula actua la fuerga= x*1 +3xy j. Calcular el trabajo realizado por la fuerza al

desplazar la particula desde el punto A(0,0) al8(2
a) Silatrayectoria es la linea recta que une ambo®p;  b) si la trayectoria es la parabola’y=x
c) discutir si esta fuerza es conservativa o no.

13) Dado un campo vectoridF = xyiA—2xjA, calcule la circulacion d& en torno a la curva C, OABO
mostrada en la figura 3
14) Considere una funcion vectoriél = 5r sen(@)é —r? cofp) (3
a) Calcule gﬁﬁ .dC a lo largo del contorno ABCD en la direccio
indicada en la figura
b) CalculexF

c) Calcule [ﬂ(ixﬁ)mé sobre el &rea sombreada y compare i

resultado con el que obtuvo en el inciso a) M
15) Una particula esta obligada a moverse en el plandajo la accion de &

una fuerza conservativia = 2yi + 2x] . Calcular:

a) El trabajo realizado por esta fuerza cuando laiqdat se desplaza |
desde el punto A(x,y) al O(0,0).

b) La energia potencial, U(x,y) , asociada a la palgien un punto
cualquiera del plano, A(x,y).
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