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CAPITULO 3

3.1

Resolucioén
de problemas
electrostaticos

La resolucidn de un problema electrostético es directa para el caso en el que la distri-
bucién de carga esté especificada en todo punto, puesto que, como hemos visto, €l
potencial y el campo eléetrico estdn dados directamente como integrales sobre esia

distribucién de carga:
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Sin embargo, muchos de los problemas encontrados en la préctica no son de este tipo.
Si la distribucién de carga no se especifica de antemano, puede ser necesario determi-
nar el campo eléctrico primero, para posteriormente poder calcular la distribucion de
carga. Por ejemplo, en un problema electrostético pueden intervenir varios conducto-
res, conociéndose ya sea el potencial o la carga total de cada conductor, pero, en gene-
ral, 1a distribucién de la carga superficial no serd conocida y debe obtenerse como
parte de la resolucién del problema.

Nuestro propésito en este capitulo es crear un eafoqueralternative de los proble-
mas electrostdticos, y para lograr esto deduciremos primero la ecuacidn diferencial
fundamental que debe satisfacer el potencial ¢. Por ahora no tendremos en cuenza
probiemas en los que intervienen cuerpos dieléctricos; los problemas de este tipo se
resolverdn en el capitulo 4.

ECUACION DE POISSON

Todas las relaciones bdsicas que necesitaremos aqui se desarrollaron en el capftulo

- anterior. Primero, tenemos la forma diferencial de la ley de Gauss:
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V-E=2
G (3-3)
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Combinando (3-3) ¥ (3-4), obtenemos
V.-Vp=- £
o (3-3a)

Como observ {
cradions on amas e‘; el capitulo 1, es conveniente considerar ia divergencia del
8 Mo un solo operador diferencial, V - ¥ o V2, Hlamado laplaciano

E! Iap'lama{m esun opetador diferencial escalar ¥ Ia ecuacién (3-5b) es una
ecuacion diferencial conocida como ecuacion de Poisson:

Vig = £
. (3-5b)

o

El ogr?rador V2 implica la derivacién con respecto a més de una variable. En conse-
cuencia, la ecuacién de Poisson es una ecuacidn en derivaday pamiale.s‘. ue puede
résolverse una vez que se conoce la dependencia funcional de CEI ; kd'-
ciones adecuadas en la frontera. o 8y cond
El operador V2, asi como el V, V. y V x, no hacen referencia a ningin sistema de
coordezizfdas particular. Para resolver un probiema determinado, deberr:)s expresar V2
en funcién d_e Xy, z0der, 8, ¢, 0 de algtin otro sistema coordenado. La eleccidn del
s:sztemalpamcular de coordenadas es arbitraria, pero se lograr4 ura extraordinaria sim-
phﬁcacxdn' del problema si se elige un sistema compatible con la simewfa éel problema
e{eFtrostéuﬁco. La forma que toma V¢ en diferentes sistemas de coordenadas se haila
facilmente tomando primero el gradiente de ¢y aplicando luego V-. Utilizando expre-

+ siones especificas del capitulo 1 (o del Apéndice IV), tenemos las siguientes formas, *

Coordenadas rectangulares:

62439 82 32
Vz ET R .._53 __E
LR A (3-6)

Coordenadas esféricas: sen

18/.3 1 3 3 &
szpﬁ__“(zﬁ)* _____( ...33) 3 Q
2ar\” ar 7> send 96 sen EY T r’sen’ § 3¢? @37

o . .
Para la forma del laplaciano en ouos sistemas coordenados mds complicados, el lector puede ver las

referencias al final de este capitulo.
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Coordenadas cilindricas:
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Deberd observarse que ry 8 tienen distintos significados en (3-7) y (3-8). En coorde-
nadas esféricas, r es la magnitud del radio vector desde el origen y A es el 4ngulo polar.
En coordenadas cilindricas, r es 1a distancia perpendicular al eje del cilindro y Qes el
dngulo azimutal con respecto a este gje,

3.2 ECUACION DE LAPLAGE

En ¢ierto tipo de problemas electrostdticos en los que intervienen conductores, toda 1a
carga s encuentra ya sea sobre la superficie de los conductores o en forma de cargas
puntuales fijas. En estos casos, g es cern en la mayorfa de os puntos del espacio,

Donde se anula Ja densidad de carga, la ecuacién de Poisson se reduce a la
forma més sencilla

2 =0 (3-9)

que es la ecuacidn de Laplace,

Supongamos que tenemos un conjunto de N conductores que se mantieaen a los
potenciales ¢, ¢, ..., @, Nuestro problema es hallar el potencial en todos los
puntos del espacio exterior a los conductores. Esto puede iograrse encontrando una
solucidn de la ecuacidn de Laplace que se reduce a @, Bppe - - » 0y, SODTE 12 superficie
de los conductores apropiados. Puede demostrarse que dicha solucidn de ia ecuacién
de Laplace es tnica, es decir, que no hay otra solucién de la ecuacién de Lapisce que
satisfaga las mismas condiciones en la frontera. Una demostracién de este enunciado
se dard a continuacién. La sofuci6n de Ia ecuacién de Lapiace que encontramos de
esta forma ne se aplica al interior de los conductores porque éstos tienen carga super-
ficial, lo que implica una discontinuidad en el gradiente de @ a través de la superfi-
cie (véase la Sec. 2.7). Pero hemos visto ya que el intetjor de cada conductor es
una,regién de potencial constante, de modo que la solucién a nuestro problema
es completa.

Describiremos con cierto detalle dos métodos para 1a solucidn de la ecuacidn de
Laplace. El primero es un método para componer una solucién general de la ecuacidn
(3-9) 2 partir de soluciones particulares (funciones base) en un sistema de coordena-
das exigido por la simetrfa del problema; ef segundo es el método de imégenes. Ade-
mds, se hallard una solucién completamente general para el problema en dos
dimensiones. Sin embarga, aates de considerar estos procedimientos especificos, de-
mostraremos algunas propiedades immportantes de la solucién de la ecuacidn de Laplace.
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Tearemal. Sig,, m son todas soluciones de la ecuacién de Laplace,
entonces:

P=Cp + Gy + - + 0,9, (3-10)

donde fas C son constantes arbitrarias, también es una solucién,

La demostracidn de este teorema es inmediata 2 partir del hecho de que

qu? = Vzcltpl + V1C2Q?2 E IR VZquo,,
=C Vi + GV + -0 + 6, Ve,
= {)

Utilizando el teorema I podemos superponer dos o mds soluciones de la scuacidn de
Laplace, de tal manera que la solucién resultante satisfaga un conjunto dado de condi-
ciones en la frontera. S¢ dardn ejemplos en las siguientes secciones.

Teorema II: Teorema de unicidad. Dos soluciones de [a ecuacién de Laplace
que satisfacen ias mismas condiciones en la frontera difieren a lo sumo en
una coastante aditiva.

Pars demostrar este teorema consideremos una regién cerrada V, exterior a las super-
ficies 8, 5. . ., §,, de los diversos conductores del problema y hmacada en el exterior
por una superﬂcie S, siendo esta dltima una superficie en el infinito o una superficie
fisica real que encierra V. Supongamos que @, ¥ ¢, sondos soluciones de ja ecuacién
de Lap]ace en V, que, ademas tienen las mismas condiciones en la frontera sobre S, Sp
Sy o+ + S Estas condiciones en la frontera pueden determinarse asignando valorus
ya sea para @ o d¢/dn sobre las superficies limitadoras,

Definimos una nueva funcién @ = ¢, - ¢,. Evidentemente, V2@ = Vip, - Vig,=
0 en V. Por otro lado, @ o u - V& se anula en las fronteras. Asi, aplicando e] teorema
dela dx vergencia al vector PV @ tenemos:

V~(¢V¢)dumf SVP-nda =0
Ya &S e Sy

yaque la segunda integral se anuia, La divergencia puede desa.rroilarse segin la ecua-
cidn (1.1.7) de la tabla 1.1 para que dé:
V{PVP) = VP + (V)2

Pero V2@ se anula en todos los puntos de V,, de modo que el teorema de la divergencia
se reduce en este caso a

f (V&Y dy = 0
Vi
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Ahora (V&) debe ser positivo o cero en ¢atia punto de ¥y, puesio que.su integral es
cero, &s evidente que (V)2 = 0 es ia tnica posibilidad.

El teorema queda asi esencialmente demostrado. Una funcidn cuyo gradiente s
cero en todos los puntos ro puede cambiar; por tanto, en todos los puntos de Vi, &
tiene el mismo valor gue el que tiene en las superficies limitadoras. Si las condiciones
en la fromtera sc han dado al especifitay @; y @, en das superficies S, 5, ... Sy
entoi 56, prdnergle = gobee estas sugerficies, éste se anula en todo V. Silas
condiciones en la frontera se dan en funciénde dg, /on yd¢/dn, entonces VPes igual
a cero en todos los puntos de V, y V& - n = 0 sobre las fronteras. La Gnica solucién
compatible con el dltimo enunciado es que @ sea igual a una constante.

ECUACION DE LAPLACE
CON UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

St @ es funcién de una sola variable, la ecuacion de Laplace se reduce a una ecuacidn
diferencial ordinaria. Considérese el caso en que @ es (x), es decir, una funcién de
una sola coordenada rectangular x. Entonces

el A y @{x) = ax + b (3-11)

es ta solucién general, dondea y b son constantes elegidas de tal modo que se cumplan
1as condiciones de 1a frontera. Este s el resultade que se encond en ei capitulo ante-
rior para el potencial entre dos placas conductoras cargadas con orientacién normal al
gje x.

La situacién ho es més complicada en otros sistemas coordenados en los que @ es
una funcién de una sola variable. En coordenadas esféricas, donde ges igual a 7). la
ecuacion de Laplace y su sofuci6n general se convierten en '

1d ( - dtp) a
el Larad B = —~ 4 b -1
2ar\" @ 0. el » (3-12)
La solucién general de la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas para una
funcién independiente de 8y z, es decir, para ¢(r), se deja como ejercicio en la seccidn
de problemas.

SOLUCIONES A LA ECUACION DE LAPLACE

-

EN COORDENADAS ESFERICAS: ARMONICOS ESFERICOS

Dirigimos ahota nuestra atencién a las soluciones de la ecuacion de Laplace enlas que
@ es funcién de mis de una variable. Muchos de los problemas que nos interesan
wratan de conductores en forma de asferas o cilindros y, por tanto, se necesitan solu-
ciones de la ecuacion de Lapiace ya sea en coordenadas esféricas o cilindricas. Pri-
mero abordaremos el problema esférico, pero veremos que conviene limitar el andlisis
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FIGURA 3.1
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alos casos en que ¢ es independiente del dnguio azigmutal ¢. Esta limitacidn restringe
la c}ase de problemas que podremos resolver. Sin embargo, muchos problemas f;séc;;s
de interés quedan dentro de esta categorfa restringida v los problemas miés complica-
dos se encuentran mas alld del alcance de este texto,

' Para ¢l caso esférico, @ es @(r, 8), donde r es el radic vector gque va desde un
origen fijo Oy B es el éngulo polar (véase la Fig. 3.1). Al utifizar 1a ecuacion (3-7), 1a
ecuaci6n de Laplace s convierte en este caso en . ’

13 ( 2 dg 1 2] dg

— e — ] — ] 4

*or § ar) r*send 68 (&enﬂ 38) =0 (3-13)
Esta ecuacidn diferencial parcial se resolverd por una técrica conocida come separa-

cfd_n de variables. Una solucién de a forma (7, 6) = Z(r)P(8) se sustituye en la ecua-
cidn (3-13), lo que produce

i d daz Z{r 4 di.’
= p(g ( 2 ) ( _
i ( )dr r - + eend 18 <ond 18 seng-——da) =0 (3-14)

Observe que las derivadas parciales han sido sustituidas pof derivadas totales, puesto
que Zy P son funciones de una sola variable. Dividiendo por ¢(r, 8) y multiplicando

. por /2, transformamos la ecuacion (3-14) en

li(rzgz)= -l —-"'1‘-(531185!—7 3
e\ %) = " Fanpas "0 %5) G-
Ellado izquierdo de esta ecuacidn es funcidn tinicamente de r y el lado derecho es
funcion de 8. La tinica forma en que una funcida de r puede ser igual a una funcién de
0 para t0dos los valotes de 7 y 6 es que ambas funciones sean constantes. En conse-
cuencig, iguaiaremos cada miembro de la ecuacidn (3-13) a k, siendo & 12 “constante
de separacidn’.

No todos los valores de k proporcionan necesariamente solutiones aceptables
con bases fisicas. Considere primero 1a ecuacion para 6, conocida como ecuacion de

. Legendre:
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TABLA 3.1

Polinontios de Legendre
paran=0,1,2y3

n P.(8)

0 1 '

1 cos 8

2 H3cos?6-1)

3 Y{5c0s" 63 cos B)

1 d dpP

sené dO (Smads) + kP =0 ‘ (3-16)
Las tnicas soluciones fisicamente aceptables que estdn definidas en el intervalo de 6,
que va desde { hasta (#) corresponden a k = n{n + 1), siendo n un entero positivo. La
solucidn para una n en particular se representard con P (). Las soluciones de la ecua-
cién (3-16) para otros valores de k no se comportan bien en la vecindad de §=0c¢ 8=
7 radianes, volviéndose infinitas o incluso indefinidas para esos valores de 8.*

Estas soluciones no pueden satisfacer condiciones fisicas en la frontera y, por
tanto, deben descartarse. .

Las soluciones aceprables, P {8), son polinomios en cos 8y generalmente se de-
nominan polinomios dé Legendre. Las primeras cuatro funciores de Legendre se dan
en la tabia 3.1. Es evidente de la ecuacién (3-16) que los P, pueden multiplicarse por
cualquier constante arbitraria, .

Volvamos ahora a 1a ecuacidn radial

d/, dZ)
— (==} = n(n + 1)Z 3-17

dr (r dr ni ) g ( )
donde hemos empleado 1a forma explicita de k que dio soluciones de & aceptables. La

inspeccidn de la ecuacidn (3-17) muestra que dos soluciones independientes son
Z,=r y Z, =rnh

Las soluciones de iz ecuacién de Laplace se obtienen mediante el producto @ {r, §) =
Z ()P (8), donde debe tenerse especial cuidado para que Z y P correspondan al mismo
valor de n, Esto es imprescindible, puesto gue ambos miembros de 1a ecuacién (3-15)
son iguales a Ia misma constante, es decir, n{n + 1}.

w7

* La exposicidn ha sido demasiado breve. El lecior que se interese en e} tema deberd consuitar més textos
de matematicas pars un tratamiento detallado de la ecuacicn de Legendre, Véanse, por ejemaplo, los libros
indicados al final de este capitulo, L ecuacion de Legendre se expresa generalments en una forma distin-
{a, sustituyendo x = cos 8, y sus sojuciones se representan entonces con £ (<} o P {cos &).

—+

Este enunciado requiere algunas limitaciones. En algunos problemas electrostdticos, las regiones alrede-
dorde =10 y §= 1 pueden excluirse naturalmente, por ejemglo, por superficies conicas conductoras. En
estas condiciones podgian también utilizarse las soluciones de la ecuacién (3-16) con atres valores de
% Los problemas de este tipo no se considerarin agui.

3.5
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Hemos resuelto asf 1a ecuacidn de Laplace en coordenadas esféricas, obteniendo
as{ las soluciones conocidas como armdnicos esféricos:

P =P 0 @, =r TUR(E) (3-18)

donde P (8) es une de los polinomios de la tabla 3.1 y n es un entero positive a cero.
Los arménicos esféricos forman un conjunto de funciones adecuado para la sotucién
de la ecuacidn de Laplace con fronteras esféricas y simetria azimutal. Estas solucio-
nes pueden combinarse de acuerdo con el Teorema L Varios de los armdnicos de zona
ya nos son'bien conocidos: una de las soluciones paran=Q, es decir, ¢=constante, es
una solucidn trivial de 12 ecuacién de Laplace, vélida en cualquier sisterna de coorde-
nadas; el arménice esférico r-! es el potencial de una carga puntual, y r2 cos fes el
potencial de un dipolo.

ESFERA CONDUCTORA
EN UN CAMPO ELECTRICO UNIFORME

Tlustraremos la utilidad de los armdnicas de zona para problemas electrostdticos que
tienen simetria esférica resolviendo el problema de una esfera conductora descargada
colocada en un campo eléctrica inicialmente uniforme, E;. Las lineas de un campo
eléctrico uniforme son paralelas, pero la presencia delconductor altera el campo de tal
manera que las lineas de éste chocan perpendicularmente con la superficie del condue-
tor, que es una superficie equipotencial. Si tomamos la direccién del campo eléetrico
inicialmente uniforme come la direccién polar (direccitn z) y si fijamos el origen de
nuestro sistema de coordenadas de modo que coincida con el centro de fa esfera, en-
tonces de la simetria del problema se ve que el potenciai serd independiente del
dngulo azimutal ¢ y puede expresarse como una suma de los arménicos esféricos.

El conductor esférico, de radio g, es una superficie equipotencial; representemos
este potencial con ¢, Nuestro problema es hallar una solucidn de la ecuacién de Lapiace
en la regidn exterior a ia esfera que se reduzca a ¢, sobre la esfera misma y que tenga
la forma limitadora correcta a grandes distancias de separacidn. La solucidn puede
expresarse formalmente como

@(r, 8) = A, + Cr~} + Ayrcos 8 + Cor~?cos 6

+ 1A (3cos 8 ~ 1) + Cr(Beos? B ~ 1) + - - -
(3-19)

donde las A y las C son constantes arbitrarias. Para r grande, el campo eléctrico se
distorsionard sélo ligeramente con respecto a su forma inicial y el potencial serd el
apropiado para un campo eléctrico uniforme.

(E(r, )]/ = Eg = Egk

{@(r, 8)}ue = —Egz + constanie

1t

—Eur cos 8 + constante (3-20)
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Er consecuencia, para que concuerden las ecuaciones (3-19) y (3-20) para r grande,
A, = —E, Ademis, todas las A desde A, en adelante deben igualarse a cero.

El #érmino C,r~¥ produce un campo radial que, como podria esperarse, es compa-
tibie sélo con un conductor esférico que tiene una carga total neta. Como nuestro
problema trata de un conductor descargado, la constante | debe igualarse a cero. En

" la superficie de la esfera, @ = @,, ¥ ¢l potencial debe ser independiente del-dngulo &
Los dos términos en que interviene cos 8 pueden eliminarse entre si, perc los términos
con potencias inversas de r, mayores, no pueden eliminarse entre si debido a que con-
tienen funciones de Legendre diferentes. La tinica posibilidad es iguslar todas las C.a
cero cuando i = 3. La ecuacidn (3-19) se convierte ahora en

o(r, 8) = A, = Eor cosf + Cyr-icos8, para rza
2
(e, 6) = oo G-21)
Ya que las dos expresiones deben ser igualesenr=a, A, = gy C, = E 2.

De ia dltima expresién para el potencial, podemos calcular no sdlo el campo
eléctrico en todos ios puntas del espacio (véase fa Fig. 3.2), sinc también la densidad
superficial de carga sobre la esfera conductora:

g a®
E, = MmmE(l-%Z—) cosf
’ 3r ° r
5 para r = a {3-22)
13¢ a
"~ E m«»-——=—£(1—m)sens
" rog RS
o(8) = €E,|,q = 3€pEqc0s8 (3-23}
L.a carga total sobre la esfera,
- .
Q= azf o(BY2 sen6 46
o
es evidentemente cero, lo que concuerda con nuesira suposicidn injcial.
FIGURA 3.2

Lineas de finjo eléctrico
parz el caso de una esfera
conductora colocada en un
campo eléctrico uniforme.
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SOLUCIONES A LA ECUACION

DE {.,APLACE EN COORDENADAS
CILINDRICAS: ARMONICOS CILINDRICOS
La ecuacidn de Laplace en coordenad
método de separacién de variables,
restringido de problemas, es decir, 2

as cilindricas puede resolverse también por el
Aguf nuevamente conviene resolver s6lo un tipo
quellos en los cuales ekpotencial s independiente
de la . A ! =P P

la coordenada z. Estas soluciones son apropiadas para ciertos problemas en los que

interviene un ccnductor‘cpxl]m‘irico © alambre recto y largo, pero no para aquellos gue
tratan de un segmento cilindrico corto,

i Si. el potencial es independiente de z, l2 ecuacién de Laplace en coordenadas
cilindricas se convierte en i

18/ 8¢ i &g

rar(r 8r) MEFTEial 324

Al sustitair @ = Y{(r)5(8), la ecuacién se reduce a

.,’:.E_( E’Z) =18
var\"ar) T Tsa =" (3-25)

donde & nuevamente desempefia el papel de una constante de separacién. Laecuacidn
para 8es particularmente sencilla; tiene por soluciones cos k29 y sen k128, Pero para

© que estas soluciones tengan sentido fisico, cada una debe ser una funcién univalente

de &, por fc que

cos k(8 + 2x) = cos k28
senk¥*(8 + 2m) =sen k26

O, dicho de otra forma, una vez que 8 ha recorrido todo el intervalo desde 0 hasta 27,
ta funcién debe unirse suavemente 2 su valor en 8 = 0, Esto puede suceder sélo si
k = n?, siendo n un entero. Podemos, ademds, pedir que n sea positivo (0 cero) sin
perder ninguna de estas soluciones.

Volviendo a la ecuacidn de r, podemos verificar ficilmente que¥(rlesrmorma
menos que n =0 cuando ¥{r) = In r o ¥(+} = constante, En consecuencia, las solucio-
nes buscadas de la ecuacién de Laplace, que se denominan armdnicos ciltndricos,
son

1 Inr
r"cosné r-cosnd
r"senn@ r"senn@

Estas funciones forman un conjunto completo para las variables r, 8 en coordenadas
cilindricas, y el potencial ¢(r, ) puede desarrollarse como una superposicién de ar-
ménicos cilindricos de acuerdo con el teorema L. ’
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ECUACION DE LAPLACE
EN COORDENADAS RECTANGULARES

En coordenadas rectangulares, las variables pueden separarse haciendo la sustitucion

o(x, y, 2) = filx}a{y)f(z)

por lo que la ecuacién de Laplace se reduce a

2 2 2
~——1——d}:‘ ! ‘—i—é~— L dh (3-26a)
Alx)de T AN Ay flz)de’
El lado izquierdo de estz ecuacion es una funcidn de x e y, y el derecho ¢s funcidn de
z Gnicamente; en consecuencia, ambos miembros debea igualarse 2 ia misma constan-
te, k. Esta constante es la primera constante de separacién. Las dos ecuaciones obteni-
das a partir de (3-26a) son.

dz)r .

Tt KA=0 (3-26b)
1%, 1Y

Ldy* fi dx?

Esta Gltima ecuacién se ha expresado de tal forma que las variablesx ey estén separa-
das. Cada miembro de esta ecuacidn se 1gua}a shora a —m (segunda constante de sepa-
racién)}. Por tanto,

2
g_;fzg +mf, = 0 (3-26¢)
d2
b mpi=0 (3-264)

Las ecuaciones {3-26b), (3-26¢) y (3-264) se resuelven facitmente, Una de las solucio-
nes tipicas para ¢(x, ¥, 2) es

@(x, y, 2) = Ae™®*m)" co5 m 2y cos k12 ' (3-27)

Las otras siete soluciones independientes para un par de constantes de separacién (k,
my se obtienen haciendo una o més de las siguientes sustituciones: +(k + m)¥2x por
»-’(k +m)\%x, sen m2y por cos m'2y y sen kiz por cos k7.
Hasta ahora no ha habido restriccién sobre k ni sobre m, pero las condiciones en
ia frontera del problema restringen generalmente k (¢ m) 2 un conjunto discreto de
valores positivos o negativos. Vale la pena observar que las condiciones en la frontera
son las que rezimente imperan en {a seleccidn de las soluciones pertinentes pata una
ecuacion diferencial parcial. Para x e.y fijos, la siguiente funcién es justamente el
desarrollo en serie de Fourier para una funcidn par arbitraria de z:

" Las secciones con-asterisco pueden ser omitidas sin perder continuidad.

*3.8
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Plx, y,2) = 2 2 Ae” I cospy cos gz
P 4

Las soluciones individuales en la ecuacion (3-27) no representan potenciales que
correspondenr a sitwaciones fisicas sencillas. Sin embargo, el caso en el que ambas
constantes de separacién son cero corresponde a una situacién fisica de interés; por
tanto, dirigiremos nuestra atencidn a este caso, De la ecuacién (3-264), es evidente
que f,{x) = ax, o sea, f,(x) = constante, es una solucién; de la ecuacidn (3-26¢) obte-
nemos f,(y}. etc. Asi,

@lx, y, 2} = Ajxyz + Axy + Agyz + Az
+ Asx + Aﬁy + Aqz + Ay (3*283)
donde Ias A sof constantes arbitrarias. Esta solucin puede aplicarse al caso en el que
tres planos conductores se cortan perpendicularmente. 51 estos planos son los planos
coordenados xy, yz y zx, y todos estdn al mismo potencial, entonces
@(x,y, 2) = A xyz + Ay (3-28b)

Se deja como ejercicio para el lector determinar la densidad de carga superficial sobre
los planos coordenados que es compatible con la ecuacida (3-28b),

ECL‘ACK:)N DE LAPLACE EN DOS DIMENSIONES:
SOLUCION GENERAL

Si el potencial es una funcién de dos coordenadas rectangulares Gnicamente, 1a ecua-
cién de Laplace puede expresarse como

a%p 32q3 5
Gt 50 (3-292)

Es posible obtener una solucidn general de esta ecuacién por medio de una transfor-
macidn a un nueveo conjunto de variables independientes. Sin embargo, deberd resaltarse
que dicha transformacion conduce a una simplificacién de la ecuacién original sola-
mente en el caso bidimensional, Sea

E=x + iy, rj=x—-iy
donde i = /=1 es el ntimero imaginario unidad. En términos de estas relaciones,
- - -
= b 2+ T
ax* & akan  In
& a* &F 3t

5 @ s b D — —3
ay* JE 2a§an an®

o '
Vig = 4 —t = .
@ 43& 7 0 {3-290)
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Es evidente que la solucidn general 2 la ecuacion (3-29b} es

@ = B(E} + B(n) = Blx + iy) + Blx — iy) {(3-30)

donde F, y F, son funciones arbitrarias gue son adecuadamente* continuas y
diferenciables. Las funciones F, y F, son cantidades complejas en general, pero se

puedenr construir dos funciones reales de la siguiente forma. Supongarnos primerc que

FyGx - vi=F l{x ~ Iy), es decir, que las dos funciones F| y F, dependen del mismo
argumento. Entonces,

@, = Fix + iy) + F(x — iy) = 2Re [Alx + i¥)]

donde Re significa parte real de. Por otro lado, la segunda funcidn rea del potencial
es

@, = —i[Fl{x + iy} — F(x - vy = 2Iml[Fl(x + iy)]

donde Im significa parte imaginaria de. Por tanto, las partes real e imaginaria de cual-
quier funcién compleja F(x + iy) son soluciones de la ecuacidn de Lapiace,

Las soluciones halladas de esta forma no se restringen 2 un sistema de coordena-
das particular. Por ejemplo, los arménicos ciliadricos de iz seccidn 3.7 se obtienen de
las funciones complejast (x + iy =rem®, ym{x+iy}=Inr+ i6. Por otra parte,
cuando es necesario resolver un problema bidimensional particular, no hay un proce-
dimiento establecido para hallar la funcién compleja adecuada. Este método genera
wantas soluciones que no es posible enumerarlas y hay que dejar fuera las que no satis-
fagan Tas condiciones en la frontera del problema. En casos sencillos, 1as funciones
necesarias pueden hallarse por ensayo y eITor; €n OLIOS Casos, el método de represen-
tacién conforme (que estd mds alld del alcance de este texto) puede ser dtil,

IMAGENES ELECTROSTATICAS

Para un conjunto dado de condiciones en la frontera, la solucion de la ecuacion de
Laplace es tinica, de modo que si obtenemos una solucién {x, y, 2) por cualquier
medio v si esta ¢ satisface todas las condiciones en la frontera, entonces se ha encon-
trado una solucién completa del problema. Bl método de imdgenes es un procedimien-
to para lograr este resultado sin resolver especificamente una ecuacidn diferencial. No
se aplica universalmente 2 todos los tipos de problemas electrostiticos, pero un niime-
ro suficiente de problemas de interés caen dentro de esta categorfa, de modo que vale
la pena exponer aquf ¢l método.
Supongamos gue el potencial puede expresarse en la siguiente forma:

- R o(r') da’
p(r) = g(x) + MEULM‘I g (3-31)

* La funcién F debe ser “analitica™ en el dorinio (x, ¥} de intenés, Véase el Apéndice VI, ecuacidn (Vil-3).

+ Las cuordenadas cilindricas y rectanguiares se relacionan en 14 forma usual: x = r cos 8 y=rsen 6.
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donde o

la comﬁ'biigjanu;a;;l;c‘?“ aspecifica o ficilmente calculable y la integral represenia

aparecen en el problcmzcil de 1a carga superficial sobre todos los conductoses que

esenicia del método de J:.; cf”‘ No se conoce [a funcién 0. Puede suceder, y éstaes 12
82 imagen, que ¢l Gltimo términe de la ecuacidn (3-31)

pueda sustituizse poru i i
PO un potencial @, debido a una distribucién de carga especificada,

generalmente cargas i
g 3as puntuales o lineale
s. Esto es posible mi i

todo . posible mientras las superficies de

nadoss ]fa:tlcl;f:ctores c9; ncn;lan con las superficies equipotenciales de @ E @, combi-

t ; Tgas especiicadas que produce ¢, se |laman cargas ima eni Porzsu es-

© que no existen realmente. Su posicicn aE;aren:e qued"if dentro 8+:ie .los cii\pu
YaTS0S

conductores, y el potencial @ = @, + ¢, e
= S una solucidy vl <
regién exterior R lucién valida del problema s6lo en Ja

EJEMPLO 3.1  Tomaremos ahora algunos ejemplos especificos para demostrar las ventajas de

Carga puntual cerca de 3 i
método de la carga imagen. Se destacard i6
. 4 que | i :
un plano conductor ¥ y A somweion de estos siemplos seria

muy dificil si tuviéramos que utilizar otros métodos analiticos. Consid,

primero el problema de una carga puntual ¢ colocada cerca de un planoe :)l‘egl o
tor de extensién Infinita. Para formular el probiema matemdticamente consind g
mos ef plano conductor de tal forma que coincida con el plano yz, ¥ s;ponaa;rg;
que la carga puntual estd sobre el ¢je x en e punto x = d (véase la Fig. 3.§a) El
potencial se ajusta a lo indicado en la ecuacién (3-31), con - -

!
dneory  dmeM{x — d)Y + y? + 72 (3-32)

@1{"» )", Z) =

Solucidn: Considere un problema diferente, el de dos cargas puntuales {g ¥ —g)

separadas por una distancia 24, como en la figura 3.3(b). El potencial de estas dos
cargas, '

g q

—

dmegr,  4megr; (3-33)

Q)().’, Y Z) =

no sé?o satisface la ecuacion de Laplace en todos los puntos exteriores a las car-
gas, sino que también se reduce a una constante (es decir, cero) sobre el plano que
b‘zseca perpendicularmente el segmento que une las dos cargas. Asi pues, la ecua-
cién (3-33) satisface las condiciones en la frontera del problesna original. Debido
aque las soluciones de 1a ecuacidn de Laplace son dnicas, la ecuacign {3-33)esel
potencial correcto en todo el semiespacio dei lade derecho del plano conductor.
Lacarga ~g da origen al potencial:
4 q

sz(xl ¥, Z)": - = — .
dregry 4:;,50\/& Fdy + y2 + z2 {(3-34)

Esta carga se llama imagen de la carga puntual g. Naturalmente, la imagen
no existe en realidad, y la ecuacida (3-32) no da correctamente el potencial
en el interior ni a la izquierda del plano conductor de fa figura 3.3(a).



70 - 3Resobovida de problemas clectrgsréticos

FIGURA 3.3

Problema de una carga
purivat y de un plano
conductar resuelio
mediante el méedo de la
carga imagen: (a}
problema original; (b)
situacién de la carga
imagen; (c) lineas de
fuerza {l{neas punteadas) ¥
superficies eguipotenciales
{lineas cﬁminuas).

(z. . 2)

(Imagen)

-4

T —"

O]

*

(z, v, 3}

” Elcampo eléctrico E en la regidn de la derecha del plana conductor puede obtenerse
como menos el gradiente de 1a ecuacidn (3-33). Ya que la superficie del plano conduc-
tor representa una zona interfacial que relaciona dos soluciones de la ecuacidn de
Laplace, a saber, ¢ =0y la ecuacién (3-33), la discontinuidad en el campo eléctrico se
tiene en cuenta medianie una densidad de carga superficial o sobre ef plano:

‘ qd _
oo2m(d? + yt + 2B

a(y, 2) = €E |00 = (3-3%)

3.9 Imdgenes electrostiticas 71

Las lineas de fuerza y las superficies equipotenciales correspondientes al problema
ariginal se flustran en la figura 3.3(c). Estas son las mismas lineas de fuerza y superfi-
cies equipotenciales que corresponden al problema de dos cargas puntuales de la figu-
ra 3.3(b), excepto que en este ltimo caso las lineas de flujo continuarfan dento de la
parte izquierda del semiplanc. De la figura es evidente que fodas las lineas de flujo
eléatrico que normalmente convergen en la carga imagen son interceptadas por el
plano en la figura 3.3(c). En consecuencia, la carga total sobre el plano es igual alade
la carga imagen —q. Este mismo resultado puede obtenerse matemdticamente integran-
do la ecuacién (3-35) sobre todz la superficie (véase el problema 3.14).

Es evidente que la carga puniual g ejerce una fuerza atractiva sobre el plana,
debido a que la carga superficial inducida es de signo contrario. Por la ley de Newton
dela accidin y la reaccion, esta fuerza es igual en magnitud a la fuerza ejercida sobre q
por el plano. Puesto que la carga puntual no experimenta ninguna fuerza debida 2 su
Propio campo,

F=-qVo, (3-36)

que &3 exactzmente la fuerza ejercida sobre elia por la carga imagen.

EJEMPLO 3.2 Ouro problema que puede resolverse senciliamente en términos de imagenes es el
Carga puntual cerca  de determinar e! campo eléctrico de una cargh puntual g en la vecindad de 2

de una esquina que forma  jnterseccién de dos planos conductores en dngulo recto (véase la Fig. 3.4a).
un dngulo recio

Solucidn: Las posiciones de las cargas imagen necesarias se muestran en la figu-
1a 3.4(b). Se ve de inmediato que los dos planos, ilustrados con Ifneas punteadas
en la figura, son superficies de patencial cero debido a Jos potenciales combina-
dos de ¢ y las tres cargas imagen.

La dificultad principal al resolver un problema porel método de 1a carga imagen

* es el de encontrar un grupo de cargas imagen que produzca superficies equipotenciales

&n 1os conductores. El problema es directo s6lo para casos en los que la geometria es
sencilla. Tal es el caso del siguiente ejemplo.

FIGURA 3.4

Carga puntuat en una
esquina que forma un
dngulo recto.

g

e e et e e — i

(2

—
(=
—
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FIGURA 3.5

Carga puntual g en la
vecindad de una esfera
conductora; ¢ es la carga

imagen.

EJEMPLO 3.3
Carga puniual y esfera
conductora

Consideremos el problema planteado por una carga g en ia vecindad de una esfe-
ra conductora; se requiere una carga imagen sencilla para bacer que la esfera sea
una superficie de potencial cero. Se necesita una carga imagen adicional para
cambiar el potencial de la esfera a algdin otro valor constante.

Selucidn: Determinaremos primero la magnitud v la posicién de la imagen ¢
que, junte con la carga puntual g, produce un potencial cero en todos los puntos
de la esfera. La geometria de la situacién se llustra en fa figura 3.5. La carga

<puntual 4 estd a una distancia d del centro de la esfera y el radio de la esferaes a.

Es evidente de la simetria del problenia que la carga imagen ¢’ estard en fa recta
que pasa por g y por el centro de la esfera.

Los resultados deseados se obtienen con mayor facilidad utilizando coorde-
nadas gsféricas, con ¢l origen de coordenadas en el centro de la esfera. Sea el eje
polar la recta que une g con el origen. La distancia b y 1a magnitud de ¢'se han de
determinar en funcién de las cantidades especificadas g, d, a. El potencial en un
punto arbitrario F debido a g y ¢' estd dado por

’

q 9

Oy
e(r. 6, 9) dregr;  Anegn
- e ]

drnea VP +d —2rdcos 8 Vr+b*—2rbcos @
(3-37)

En la superficic de la esfera, r=a y ¢(a, 8, ) = 0 para toda By ¢. Pero de la
expresién (3-37), @a, 8, ¢) puede igualarse a cero para toda 8 sdlo si las dos
raices cuadradas son proporcionales la una a la otra, lo que requiere que b =
a¥d, puesto que entonces

Va? + b% — ZabCQSBMfi»de-i»az—Zadcose

En consecuencia,
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b=2
d (3-38)
Y, adernas,
g = “Eq
d (3-39)

Estas ecuaciones son itiles
ra carga imagen.

Una segunda carga j " :
destruir Ta nituraleza §a Imagen " puede colocarse en el centro de la esfera sin
es arbitvaria: poode o “quipotencial de la superficie esférica. La magnitud de g
I frontera d:el probieluswése de modo que esté de acuerdo con las condicionés en
ma. Lon esto hemos encontrado una solucién completa para

el problema de la esfera cond
Uciora con una carga ; ial |
X unt
los puntos exteriores a la esfera es 4 puntuali €f potencial en todos

¢(r,9,¢)m-—3~[3+iﬂ+£f}

Paradeterminarla pos:ig;ién y la miagnitud de la prime-

dreglr,  r o, (3-40)
El potencial propio de! conductor esférico es
(a, 8, ) = 7
457500 . (3.41)
¥ la densidad de carga superficial sobre la esfera es
(B, §) = — gt
) el (342)

Todas las lineas de fuerza que normalmente convergen sobre lag cargas son inter-

ceptadas por la esfera. Por tanto, {a ¢
. ; i@ carga total sobre la esfa i
suma de las cargas imagen: ™ esigustnle

Q=g"+gq" (3-43)
Este resultado puede verificarse.por integracién directa de la ecuacidn (3-42).

Casos especiales de interés son la esfera puesta a tierra; @la) =}, g"=0;y
el conductor esférico descargado: " = —g', ‘ ’

FIGURA 38

Dos lineas de carga
infinitarnente largas ¥
paralelas (de carga %
¥~ por unidad de
longitud) se muestran
perpendiculares al plano
det papel.

Pz, y)

"2 Superficie

N equipotencial If

Y

\
]
q
1

- Superficie
equipoiencial |
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3.10

LINEAS DE CARGA Y LINEAS IMAGEN

Hasta ahora, nuestra iécnica de imdgenes se ha limitado a problemas en los que inter-
vienen cargas puntuales y, en consecuencia, imégenes puntuales. En esta seccidn con-
sideraremos varios problemas que pueden resolverse por medic de cargas imagen
lineales. Considerernos das lineas de carga infinitamente largas y paralelas, con cargas
Ay -4 por unidad de longitud, respectivamente, tal como se muestra en la figura 3.6,
El potencial en cualquier punto estd dado por
A A f
= e {ln = lnp] = ~o—In~— (3-44)
qg 23’559{ 1 ] w LZR.E“ "2
donde r, y r, son las distancias perpendiculares desde el punto hasta las dos lineas de
carga. Los eguipotenciales se obtienen jgualando la ecuacién (3-44) a una constante,
procedimiento que es equivalente a exigir que
Ty

—=M : ' (3-45)
n
siendo M una constante. Por tanto, los equipotenciales pueden determinarse con la
ectacion (3-45). . ‘

El equipotencial que corresponde 2 M = 1 es ef plano situado a ia mitad de la
distancia que hay entre las dos ifneas de carga e identificado como la superficie
equipotencial I en la figura 3.6. El potencial del plano s cero. En consecuencia, el
problema de una Hnea de carga larga orientada paralelamente a un plano conductor se
ha resuelto eficazmente. El potencial en 12 mitad del espacio estd dado correctamente
por la ecuacidn (3-44). Supongamos que ka linsa de carga mostrada en la parte derecha
de la figura es la carga especificada, que estd a'una distancia o del plane conductor,
Entonces la linea de carga del lado izquierdo de 1a figura desempefia el papel de una
imagen. Nuevamente, la carga total sobre el plano es igual 2 1a de la carga imagen.

Consideremos a continuacién superficies equipotenciales que corresponden a otros
valores de M. La forma general de la superficie puedé hallarse expresando r, y 7, en
coordenadas rectangulares. For comodidad, elegimos el origen del sistema coordenado
enlalinea de carga positiva, y hacemos que esta carga coincida con el ¢jez; la segunda
linea de carga estd colocada en x = -24, y = 0. Ahora

x = —2d, y =0

P rf=x2+y2

3= (x + 2d)? 4 y? _

de medo que la ecuacidn (3-45) se convierte, después de alguna manipulacién
algebraica, en '
) 4M2x,d _ ’éMzdl
L= M1 - M

XZ + v (3*46}
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Esta es la ecuacion de un cilindro circular que se extiende paralelo al eje 2. Si M es
menor que uno, el cilindro rodea la linea de carga positiva como lo hace la superficie
equipotencial I de la figura. E! eje del cilindro pasa por ef punto

283

X = W ¥ o= 0 - (3"'47)
y €l radio del cilindro es
2Md

Re= 1m0 (3-48)

EJEMPLO 3.4 Estamos ahora en posicién de resolver varios problemas interesantes en ios que

Cilindro conductor cargado  intervienen conductores cilindricos, pero sdlo se expondrd uno de este tipo, Con-
con orientacion paralela 2 sideremos el problema de un conductor cilindrico largo en la vecindad de un

-un plane conductor

3.1

plano conductor y orientado paralelamente a éste. El cilindro tiene carga A por
unidad de jongitud. La figura 3.6 puede servir para ilustrar el probiema; los dos
conductores coinciden con las superficles punteadas, :

Solucidn: Ambas lineas de carga son imdgenes,en este caso, y el potencial en
la regidn que rodea al cilindro y que estd a la derecha del plano estd dado porla
ecuacion (3-44). Es evidente que la carga inducida sobre el plano es igual a -4
por unidad de distancia en la direccidn 2.

SISTEMA DE CONDUCTORES Y
COEFICIENTES DE POTENCIAL

En las secciones anteriores se han analizado varios métodos importantes para obtener
soluciones de la ecuacién de Laplace. Aunque son de cardcter general, por considera-
ciones précticas estos métodos se limitar a problemas en los que los conductores tie-
nen formas mds bien sencilias. Cuando sus formas son complicadas, una solucién
matematica completa en forma analitica queda descartada. Sin embargo, se pueden
sacar algunas conclusiones cor respecto al sistema simplemente porque ¢l potencial
satisface la ecuacidn de Laplace, De hecho, demostraremos aquf que existe una rela-
cién lineal entre el potencial de uno de los conductores y las cargas de los diversos
conductores del sistema. Los coeficientes en esta relacién, los llamados coeficentes
de potencial, son funciones sélo de la geometrfa {especificamente, no dependen ni de
las cargas ni de [os potenciales) y, aunque no siempre se¢ puedan calcular analiticamen-
te, pueden determinarse numéricamente o a partir de experimentos.

Supongamos que hay N conductores en una geometrfa fija. Consideramos que
todos los conductores estdn descargados excepto el que tiene carga Q}O. La solucidn
adecuada de {a ecuacién de Laplace en el espacio exterior a los conductores estard
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dada por e simbolo @y, x, 7). ¥ el potenciat de cada uno de los conductores se
indicard mediante @, 9,9, .., ¢, ..., ¢ . Cambiemos ahora la carga del Jj-ésimo
conductor a AQ o La funcién A@{x, y, z) satisface la ecuacién de Laplace, puesto que
A es una constante; se puede ver del siguiente argumento que las nuevas condiciones
en la frontera son satisfechas por esta funcién. Ei potencial en todos {os punios del
espacio se multiplica por A. De este modo, todas izs derivadas del potencial (y, efi
particular, el gradiente) estdn multiplicadas por A. Como & = €,E, sesigue que todas
las densidades de carga estdn multiplicadas por A. Asf pues, la carga del j-ésimo con-
ductor es AQ,, y tedos los demds conductores permanecen descargados.

Una sotucion de 1a ecuasién de Laplace que verifica a un conjuno particular de
condiciones en la frontera es dnica; por tanto, tenemos que hallar la solucidn correcta,
Ai)(x, y, z), para nuestro problema modificado. La conclusidn interesanie que saca-
mos de este analisis es que el potencial de cada conductor es proporcional a la carga

2 del conduetor j; es deci,
@i = p,;Q;, (i=12....N) (3-49)
donde p, es una constante que depende sélo de la geometria.

Se puede aplicar ¢l mismo argumento al caso en el que e} conductor k esté carga-
do: @, = vQ,,, con todos los demds conductores descargados. Aqui la solucién adecua-
da de la ecuacién de Laplace es vgfi(x, y, ), donde ¥ es la solucidn para v = 1. Es
evidente, entonces, que ‘

T agPx,y, z) + vz, y, 2) (3-30)

es una solucién adecuada para el caso en el gue ambos conductores estén cargados.
Nuevamente, consideremos la unicidad de una solucién para un conjunto dado de
condiciones en la frontera. Asi pues, la scuacién (3-30) es la solucidn para este caso.
y el potencial de cada conductor pusde expresarse como

@ = Piij + PG i=12..., N) (3-51)

Este resultado puede generalizarse de inmediato al caso en el que todos ios N conduc-
tores estén cargados:

N
@ = z{ PyQ; (3-32)
j= .

Esta ecuacién es la relacin lineal entre el potencial y la carga que hemos estado bus-
cando. Los coeficientes p, se llaman coeficientes de potencial. En el capitulo 6 se
demostraré que el conjunto de estos coeficientes es simétrico; &s decir, que p, = p,;

SOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS
DE ELECTROSTATICA

Nuestros andlisis anteriores de las soluciones de la ecuacién de Laplace siempre han
utilizando sistemas de coordenadas que se han adaptado bien a las condiciones en
la frontera, es decir, coordenadas rectangulares para condiciones de frontera
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;:;;ifafz:zgs;z;digida? cilindricas para fronteras cilffxdricas, e, x\‘lo todas las
hicieran, pucde ser muy dﬁ;ﬁ?ﬁiﬁ dfe cocrder}zfdas convenienes. Ademas, aun st io
ca. Ectas son algunas do 1as rpm 1sfacer analiticamente l‘as c-ondlcxon_esie.n ia fronte-
ciones de 1a eouacion de Lo es por.ias que las aproximaciones numéricas a solu-
histaria. ha sido lo reod place Son importantes. Aungque €} tema tiene una larga
, ba teate disponibilidad de computadores digitales a gran escalalo
que ha tratdf} un renovado interés en las técnicas numéricas. )
aenc;{;]i- Sla }?:ers‘ltdz{'j de apr?x:mac.iones que se han ufiiizado, predominan dos tipos
ger tos métodos de diferencias finitas y tos métodos de elementos finitos. Los
métcdos de dg’eﬁenctas finitas'se caracterizan porla superposicién de una malla regu-
lar sobre 5’3 region en la que se desea encontrar Ja solucién. En cada punto de ia malla
la ecuacion d‘? Laplace se aproxima mediante aproximacioaes de segundas deriva-
d;s. Las ecuaciones aigebraicas resnitantes se resuelven entonces eenzralmenze me-
diante una técnica iterativa, para Jos valores del potencial en los ;;:ntos de Ia maiia
Por otra parte, el método de elementos finitos divide la regién (o, en algunos métodosl
la frontera de la regidn) en la que se desea encontrar i: soluéién e: subeiementos’
adaptados a las fronteras y que cubren la regién sin traslaparse. En cada uno de estos
e%em‘?ntos finitos se construye una aproximaci6n analitica sencilla de la solucién. Las
soluciones son necesarias para satisfacer las condiciones en la frontera y son continuas
a través de las fronteras entre los elementos. En la aproximacién se dejan algunos
gazémetros Jajustables Yy estos pardmetros se determinar minimizando la energia del
sistena. E"un poco dificil seguir esta descripeién abstracta, de forma que ana?izare-
mos cada métode en términos de la solucidn de la ecuacién de Laplace en una dimen-
si6n. La ecuacién y las condiciones en fa frontera son

Lol =0,  9O0) =0, () =1 (3-53)

E‘stf;x ecuacion ha sido considerada en ta seccidén 3.3. La solucién exacta se encuentra
facilmente y es @(x) = x. Primero utilizaremos el método de diferencias finitas para
encontrar una solucioén aproximada. .

El primer paso es dividir el intervalo desde x = 0 hasta x = 1 en N segmentos
iguales de longitud 1/N. En el i-ésimo punto divisor, la ecuacion de Laplace e: aproxi-
mada mediante

[ @ior — @) = (@ — @ D(L/NYP =0 (3-34)

En los exgemos @0) =0y (1) =1. Las N - | ecuaciones de la ecuacion (3-34)
pueden resolverse de forma exacta (la solucién es @, = /M), pero es mds comin
utilizar una técnica iterativa para encontrar una serie de soluciones aproximadas que
converjan a la solucidn exacta. Una de las bases para [a iteracién-es la disposicidn de
la ecuacidn (3-54) en la forma A

o Bier T Qi
2

La sotucién se inicia al suponer un conjunto de valores paralas ¢. Frecuentemente

laeleccién @, = 0-se realiza para todos los puntos interiores y, por supuesto, para los

valores especificos en ia froniera, @, =0y ¢, = 1, sobre ia frontera. Un auevo

@ (3-35}
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conjunto de @, se calcula mediante 1a ecuacién {3-35), comenzando ya sea eni=1 o
en i= N -1y utilizando siempre el tilimo valor disponible de las @ en el lado
derecha, Definimos la “diferencia” entre dos iteraciones como &l méximo del valor
absoluto de la diferencia entre los vaiores del potencial ealeulado por las des
Iteraciones para todos los puntos de la matla. La jteracidn se continia hasta que fa
diferencia entre las ditimas dos iteraciones se reduce a un valor especificado. Este
proceso tiene dos inconvenientes: converge muy lentamente. v la diferencia entre las
dos dltimas iteraciones es una medida cuestionable del error, esto es, la diferencia
entre la dltima iteracidn y 1a solucidn exacta.

La razén de convergencia puede mejorarse mediante “sobrerrelajacidn”. Para
efectuar la sobrerrelajacién, la ecuacidn (3-35) se escribe como

@, = + (1~ w)g, (3-56)

w Dier * Pi
2

donde wes una constante arbitraria difarente de cero. Consideradas como ecuaciones
diferentes, la ecuacidn (3-55) y la ecuaci6n (3-56) son equivalentes. En consecuen-
cia, sus soluciones exactas son idénticas. Sin embargo, cuando {2 ecuacidn (3-56) se
utiliza como una base para un método iterativo paca aproximarse a lasolucidn, es
decir, cuando los Gltimos valores disponibles para las cantidades sobre e lado
derecho se utilizan para calcular un nuevo valor para el lado izquierdo, se encuen-
tran variaciones sustanciales en la razdén de convergencia y en la precisidn de la
aproximacion. -

Utilizando superindices para seguir la pista a las iteraciones, escribimos iz
ecuacién (3-36) para la (n + 1)—ésima iteracién para ef valor del potencial en el punto
f camo

? + n_+l
gt = WIS P (- wygr (357
suponiendo que comenzamos con { = 1. El valor de w determina ia razén de conver-
gencia, y generalmente hay un dptimo preciso. Este éptimo depende de 1a ecuacidn
que estd siendo resuelta, de 12 frontera, del tamafio dela malla, y del valor def pardmetro

TABLA 3.2

MNimero de iteraciones
Para satisfacer el criterio
de iteracién D, enla
aproximacidn de
diferencias finiiag para la
ecuacidn de Laplace
viidimensiona, {0y = 0,
P =10; nimers ge
segmentos & = 19 )

T —— e s

A

D.=01 0.0t 0.001 0.0001 Q.00001
wa §.0
Tteraciones 3 18 4 64 87
Error mix. 0.42 0.087 0.0086 0.00085 0.000083
w=135
lteraciones 2 9 14 19 25
Error mix. 0.20 o 0.012 0.0015 0.00017 1.3x10°°
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de iteracién, D . Requerimos que la diferencia (como se definié anteriormente)
entre las dos dltimas iteraciones sea menor que D, El valor dptimo de w puede
encontrarse a priori en sélo unos pocos casos, pero en general un valor de cerca de
1.5 acelera mucho la convergencia. Aun cuando no hay garantfa, el valor de w
que produce la convergencia mds rdpida a veces produce la solucidn més precisa
para un valor dado del pardmetro de iteracidn.

Este procedimiento de iteracién es muy fdcil de programar, y su realizacién se
deja como un efercicio de esta seccién. Sin embargo, sin considerar los detalles
del programa, resulta muy ilustrativo visualizer algunos resultados. Para 10 seg-
mentos, latabla 3.2 presenta el nimero de iteraciones necesarias para satisfacer
varios criterios de iteracidn, méx {lp;"~ @} < D,. Si w = 1, se necesita un gran
nimero de iteraciones para satisfacer el criterio atn con D= 0.01 (un valor relativa-
mente grande}. También con w = 1 Ja exactitud (el limite superior de 1a magnitud
de la diferencia entre el valor exacto y el valor calculado) es grosso medo un orden de
magnitud peor que D . Para w = 1.5, que no es el valor éptimo, s6lo se necesita un
tercio de las iteraciones para satisfacer un criterio de iteracién dado, y lo que es mds
interesante, la exactitud es un orden de magnitud mejor que para el caso dew = I con
el mismo valorde D . 81 N ¢s mds grande, es nowble el mejoramiento en la
convergencia obtenida al elegir el valor éptime de w. Porejemplo, siN =50y D_ =
0.001, se requieren 233 iteraciones con w = 1, mientras que s6lo son necesarias 52
paraw=195. Enproblemas pricticos, la solucidn exacta es desconocida naturai-
mente. Debemnos confiar en alguna prueba tal como nuestro criterio de iteracién para
determinar cudndo la iteracién ha sido Ilevada lo suficientemente Iejos como para
dar la exactitud requerida. Generalmente vale 12 pena perder ua poco de tiempo ob-
servando la convergencia numérica antes de tratar de encontrar una solucidn final a
un nuevo problema. La experiencia ayuda y al final de este capitulo se dan algunos
problemas con objeto de experimentar.

Consideremos ahora una aproximacién de elementos finitos para el mismo pro-
blema. Nuevamente queremos resolver el problema con valores en la frontera de la
ecuacion (3-33), pero esta vez utilizando un méodo sencilio de elementos finitos.
Para poner en marcha el proceso, el intervalox=0ax=1 se divide en un ndmero
de elementos mediante un conjunto finito de puntos 0 < x; ... < 1. El nimero de
puntos es arbitrario, como lo es la localizacidn de los puntos. Para nueswo problema,
dividamos el intervalo en tres elementos por los puntos x, y x,. En cada elemento, ¢l
potencial se aproxima mediante alguna funcidn conveniente. Las funciones de aproxi-
macidn no necesitan satisfacer la ecuacidn de Laplace, pero las que elijamos para
este problema lo hardn. De hecho, escogemos aproximaciones lineales {que denota-
mos con ) para el potencial ¢

u = bx, 0=x=x
u=a+bx, X Tx=x (3-38)
=gy byr,  xp2x®1

La primera de estas ecuaciones incluye la condicidn en la frontera u(0) = 0. Si pedimos
que u(1} = I y que se igualen los valores de los potenciales en X, ¥y X, tenemos
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uy
b] R —
X
Uy — Uy Ua — Uy
g = up = ———x,  by=——— (3-59)
Xo = X X ™ Xy
Uy — Uy _ M3 Uy
Ay = Uy — " X, b] - _
13_X2 Ly IZ

Aquix,=1,u,=1,yu yu, son valores desconocidos. Esta prueba de potencial se
presenta en la figura 3.7.

Ahora, sea @(x) la solucién verdadera de ia ecuacidén de Laplace y definamos
e(x) = u{x) ~ p(x}; es decir, e{x) es el error de la solucidn aproximada. Ya que u(x)
se ha elegido para satisfacer las mismas condiciones en la frontera que @(x). 2(0) =
e(1) = 0.Ahora integremos {du/dx} (lo que es igual a [d{p + €)/dx]?) sobre el intervalo

Gal:
Y dun2 I dqo)z
= Lt L= I d.x
Fe ] (5) = [ (&

‘dpde Vrden?
o s [(&) o ©
b drdx™ T )y \dx (3-60)
Se demostrard que la segunda integral es 0 escribiendo (doidx){(de/dx) = didx{e(dg/

dx}] — e P ¢/dx?. Como ¢ satisface la ecuacién de Lapiace, d?¢/dx? = 0. El otro térmi-
no es una diferencial exacta. En consecuencia,

'd dtp) _ de
—de(edx dr = e

yague ¢ =0 sobre las fronteras. Por tanto, la ecuacidn {3-60) se convierte en

1
= (3-61)

]

FIGURA 3.7

Funcién de prueba para
utilizar en el método de
elementos finitos para
determinar el potencial
electrostdtico.
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Vrdun? i 2 i 2
me(_,_)dx_](dtp) f(du dcp)
: =] (35 ax+ | (5= ~ZF) & 3-62
¢ dx [+3 dx . (i3 dx dx ( )
Aherzf du/dx ;sjuna funcién de tas b, o de manera equivalentesde upy u,, medianie las
ecuaciones (3- 331 Y 3-59). Si la integral a la izquierda de l2 ecuacion (3-62) se
mm;m}'za : vax;a'n. o los Pérdmetros de fa funcién de prueba, entonces la diferencia
cuacrauca media-entre el campo eléetricy (~duldx) ¢rrespondiente a la funcién de

pruebay el caqpfa q]ecu:xcc \:ctdadem también se minimizard. En este sentido obte-
nemos la mejor’ aproximacién a la sojucigy verdadera @(x).*

N En ef caso f.eanélo que se estd considerando a integral F puede calcularse
ficilmente. En términos de las b es _

Xy . o E‘
sz b%dx+f bgdx+J b3 gy
° i £

= bix, + bi(xy — )+ 631 - x5}

u + (42 =~ w,)? . (1~ uy)?

Xy Xz =~ Xy 1 - X2 (3-63)

Al diferenciar conrespecto au, yu, y al igualar las dos derivadas a cero tenemaos dos

ecuaciones a partir de las cuales podemos determinar i,y u,. El resultado

esu, =x yu,=x, En otras palabras, esta aproximacién particyiar de elementos
finitos nos da la solucién exacta. Esta buena suerte se debe principalmente a ja

,senciliez del problema. Por ejemplo, si hubiéramos utilizadg aproximaciones de

la forma u = a + bx? tambiéa habriamos encontrado una solucidn aproximada, pero
10 habria sido la solucidn exacta. Si el intervalo hubiera sido divididg en un gran
nimero de elementos (o si las funciones de aproximacién tuvieran mis pardmetros),
se habrian tenido que resolver rnz‘xs_ ecuaciones para las u,(y 0tTos parimetros) y, en
consecuencia, seguramente habriamos tenido que recurrir a un programa aumérico
para resolverlas. Las dificultades en el problema de elementos finitos son estable-
cer la descomposicién de fos elementos finitos, encontear las ecuaciones lineales ¥
resolverlas,

Algunas cosas son evidentes a partir de las consideraciones anteriores acerca de
un problema muy senciito. El problema de las diferencias finitas es mds ficil de
entender y mds fécil de establecer, pero requiere una malla uniforme. Ya que no
hay una restriccidn en el tamafio de los elementos, el método de elementos finitos
es mds fdcil de adaptar 2 geometrias irregulares, y la malla puede hacerse con facili-
dad mds fina donde el potencial varia répidamente y mds gruesa donde varia mas

* Este andlisis puede realizarse exactamente de |z misma forma en tres dirnensiones (utilizando e ecrema
de la divergencia); en este caso, 1a cantidad que se minimizard es la integral de Vu . Vur sobre el volumen
de! sistema. El andlisis también puede hacerse si ¢! valor del potencial se especifica sobre parte de lz
frantera y ef valor del campo elécirico (derivada noomal) se especifica sobre 2 resto de la frontera.
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lentamente. El resuitado es una mejor exactitud para una determinada cantidad de
céleulos. El método de elementos finitos también da una aproximacién analitica al
potencial en cada elemento. El métode de diferencias finitas da el potencial tnica-
mente en puntos discretos y por io fanto requiere interpolacién u otras aproximacio-
nes para calcular el campo. Sin embargo, debe recordarse que el métodeo de elernentos
finitos es significativamente mds dificil de establecer. Hay mucho m4s que decir
acerca de cada uno de estos métodos y existe una extensa bibliografia acerca de cada
uno de ellos,

A continuacién considerzremos algunos ejemplos de técnicas numéricas mds

realistas, aungue todavia relativamente sencillas. Los programas de computador pre-
sentados en Jos siguientes ejemplos utilizan el lenguaje de programacién conocide
como BASIC. Una breve introduccién al BASIC se da en el Apéndice £.

EJEMPLO 3.5
Potencial en una regién
rectangular

El probiema es encontrar una aproximacién al potencial en una regidn rectan-
gular bidimensional con las fronteras sujetas a potenciales especificados tal
como se muestraen la figura 3.8 con VIOP= 1.0V, VLEFT =03V, VRIGHT =
0.7V, y VBOTTOM =00 V.

Solucion: Se utilizard el método de diferencias finitas. La ecuacidn de itera-
cidn para este problema es

W . e n

@it = Ii‘pﬁj+1 + @y + @I+ @I

+ {1 - wiel; (3-64)

donde los suprafndices indican el nimero de iteracidn, vy w es nuevamente el
pardmetro de relajacion. Ef proceso de iteracidn es facil de programar y en la
figura 3.9 se daun listado (en BASIC) para un programa directo. Las lineas
100 2 250 conforman el encabezado y las lineas para introducir datos. Las lineas

270 2 410 establecen los valores iniciales y los imprimen en la pantalia (sz eligic

una distribucién de 7 x 12 ya que es la distribucién mds grande que presentard
cuatro cifras significativas para el potencial y las diferencias entre las dos tlti-
mas iteraciones sobre la pantalla estdndar). Las lineas 430 a 610 son las rutinas
de iteracién. Dentro del dliimo ciclo, 1a linea 460 verifica si se satisface el crite-
rio de iteracién. Si no, se hace otra iteracién. Las lineas 570 a 580 imprimen los
valores del potencial y los valores residuales para cada iteraci6n 2 medida que
se ha completado. Si el valor residual mds grande, s decir, la diferencia entre las
dos dltimas iteraciones, es menor que el pardmetro de iteracién especificado,
la [inea 630 imprime ese valor. Los resultados obtenidos para un pardmetro
de iteracién 106 con w = 1.5 se muestran en la figura 3.10. Se necesitan sola-
mente 24 iteraciones para alcanzar estos resultados que ciertamente casi
satisfacen la diferencia de ecuaciones con un alte grade de exactitud. Desafortu-
nadamente, no hay garantia de que el resultado sea de igual manera una buena

FIGURA 3.8

Regidn rectangular sujeta
a condiciones en la
fromtera que deben
resolverse numéricamente
para ¢i potencial
clectrostitico.

VTOP

VLEFT VRIGHT

YBOTTOM
0 x=1l

g,

FIGURA 3.9 100

110
Programa en BASIC para gg
la aproximacidn por 140

diferencias finitas ieo
bidimensionales a la 170
ecuacidn de Laplace. T
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‘. LABLACAA $OLUCTON NUMERICA DE LA ECUACION BE LAPLACE EN UN RECTANGULO 2D -
" 103 NUMERQS DE LAS LINBAS NO SON ESENCIALES .

+

'l'l‘Ill..i.I'l'l.l‘.l.l.oﬂoq."‘w"'.bt-.'l..'I‘.'-""‘“ICQ"'..I.’I-I.".'-r." ------
‘El restdngulo ea 7 X 12 incluyends las fronteras. La malla es de cuadeados de L ¥ 1.
oos v {19, 20)

CLE : SCREEN ¢

A

“ENTER DATR

PRINT "Introduzca ios valores entre © y 1 para los patenciasles de los 4 lades-*.

INPUT *¥T0P = *, VD: INPUT “VBGT = *, V3

INPUT “VLEFY a *, VL: INPUT “VRIGHT = *, VR

PRINT “Introduzsa el valor del parimetro de iteracidén*, DM.*: INPUT *OM = *, DM

PRINT *Introduzca ol walox para el parimecro de refajacidn, W.<: INPUT *W = «, W

LOCATE 23, 1: PRINT “Pulse cualquier tecla para conltinuar®
'CS ®» INFUT$({1l): C&LS : IT 2 @

‘Introduics los valores inieiales para el potencial en los puntes de la red y sobre el cuerpa.
JFOR I « 2 90 11
JE 6 *T-§
VI, J) = VI: LOCATE 1, JP: PRINT VT
VI?, J} = ¥B: LOCATE 13, JP: PRINT vB
NEXT T .
FORTI =2 T06
WL, 1) = VL: VII, 2} = VR: 1P = 3 * I - 2
FOR J = 2 T 1Lt V(I, 31 = 0; NEXT
LOCATE IF, 1: PRINT V¥(I, 1)
FOR J = 2 10 12: JP = & * J - 6: LOCATE IP, JP: PRINT VI{I. J}: NEXT
et 3

‘Procedimiento de iteracién
iT=20
O = %
WHILE DW > DM
IT = 17 + 1
o o2 0
LOCATE 22, 5:; PRINT “ILteracién Ndm. = =; IT
FOR I'= 2 TO &
FQR J =2 2 TO 11
Ip « 3+ I «~2; JP w6 " d -6 TAwIP+ ]
VIS = W (VI =~ 1, J) « ¥V {I + 1, J} + V{E, J - I} + VI, 3+ 1))
/4 + (Ll -~ Wit V{I.J}
DC = ABS (VRT -V {I, 2}) : "Valor residual en el punta I, J.
IF DO > DU THEM DW = BC: “Valer ze3idual més grande en una iteracidn dada.
Vi, o) = viT
LOCATE ZP, JP: PRINT USING *,#dfs‘; VI, J}
LOCATE %A, J9: PRINT USING *.#&FF*; OC
REXT J -
NEXT T
WEND

LOCATE 22, 25: PRINT *- Valor de DW alcanzando <='; DM
LOCATE 21. 1v PRINT DM = *: DM, "w = *: %
END

83
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FIGURA 3.10

Potencial en una regidn
rectangular calculade por
¢l métoda de diferencias
finitas (B, 3.3).
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aproximacién a la solucién de la ecuacidn de Laplace. Postergaremos una
mayor consideracidn de este importante resultado hasta mds adelante en esta
seceidn. ‘

Los préximos ejemplos utilizan ¢l método de momentos, gue en uchas formas

es similar a ia aproximacién de elementos finitos, para calcclar la distribucién de
carga sobre un conductor cilindrico deigado y largo.

EJEMPLO 3.6
Distribucidn de carga sobre
una conductor cifindrico
detgado ylargo

El problema es encontrar la distribucién de carga en un conductor cilindrico del-
gado y largo. Si la carga se sitla en el conductor, €sta se distribuird de tal modo
que haga que el conductor sea un eguipotencial. Si se pudiese determinar esta
distribucién de carga, el potencial en cualquier punto del espacio podria encon-
trarse mediante la ecdacidn (2-15). Es dificil encontrar la distribucién de carga
por métodos analiticos. En consecuencia, uvtilizaremos on métode numérico
generalmente conocido como métade de momentos, pero también llamado méto-
do de elementos de frontera y a veces referido como un método de elementos
finitos. El cilindro tiene una seccidn transversal circnlar de radio 2 y se extiende
a lo largo del eje z. Dividiremos el cilindro en N elementos, cada uno de longitud
24 como se presenta en la figura 3,11, y consideramos que a << d. La carga total
sobre el cilindro es  pero su distribucién no es conocida.

Solucidn: Denotamos con g, 1a carga del i-ésimo elemento y seponemos gue se
distribuye uniformemente sobre la superficie del elemento. Estas secciones
cilindeicas cargadas son los elementos finitos, en este ¢aso los elementos de
frontera, y la funcidn de prueba es el conjunto de los valores de las cargas en los
diversos segmentos. Consideremos ahora un elemento colocado en el eje zcon su
ceatro enz’ (Fig. 3.12). El potencial en un punto z sobre el gje es

q.l J«z'-p—d dz.u
8med Jymd V(z" — 2)° + a*

Lz transformacién C_,' z-2" c:o:merte la integral en una forma estdndar cuyo
valor es

plz) = (3-65)
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FIGURA 3.11

Alambre cargado dividido
en N segmentos para
realizar los cdleulos.

zh

24N
-
2d
2d
=Y
P(z) = g’ [Z*Z'+d+\/(z—-z'+d)2+a2
821‘&"(,51 z2—z' —d 4 \/(Z - gt = d)z ] {3-66)

El valor de esta integral en z = 7', esto es, la contribucién de la carga sobee un
elemento a su propio potencm} es aproximadamente

donde L’:nicamente se ha conservado el término de orden mds bajo en a/d. La
contribucién _de 1a carga sobre un elemento en 2" al potencial en z es (para z' > 7)

q' 1 (z--z'+d)
Bread \z-z —d (3-68)

cP(Z) =

donde ase ha considerado despreciable comparada con &, Ahora el pocencxal del
elemento uno puede escribirse como

g () + "G
#1 = dred tn 8::50 g,zq, -3

N
= 2, Agg;
=1 {3-69)
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FIGURA 3.12

Geometsia pasa el
powencial producido por un
elemento de carga de ua
alambre large v derecha,
Véase la ecuacién (3-65),

(z-2)2+a?

~pr ¥

El primer término es ia contribucién de la carga sobre el mismo elemento y el
resto de los términos dan fa contribucidn de los otros N ~ 1 elementos.

Pa.ra el segundo elemento la forma es 1a misma, con 4, =A,, y A,, =4, 2
A, =A,., parajz3. En otras palabras, la ecuacidn para @, contiene todos los
vafores para las A, ; que aparecén en todas las ecuaciones. Generalizar para

. os subsecuentes e}ementos proporciona una Gt} relacién recursiva para calcu-

lar los coeficientes de la matriz en las ecuaciones restantes. Ademds, observamos
que por simetria 14 carga en el elemento  es la misma que 1a carga en el elemento
(N —j + 1). Por tanto, el ndmera de ecuaciones puede raducirse en un factor de
dos si N es par o en un factor ligeramente mds pequefio si N es impar. Ahora
tenemos un conjunto de ecuaciones lineales simultdneas de la forma de la ecua-
cidn (I-1) del Apéadice 1, con los lados derechos (las D) todos iguales al mismo
valor. Observe nuevamente que esta izualdad se debe a que estamos consideran-
do una superficie equipotencial (es decir, un conductor),

El programa CYLCON en BASIC, listado en la figura 3-13, utiliza estos
resultados para establecer las ecuaciones para las cargas sobre los elementas,
suponiendo que el ndmern de elementos es par. Las ecuaciones. se resuelven
:T}edian'te el programa G-I2KA (llamado en la linea 430), que se lista en ¢l apén-
dice 1. Para un alambre de 1.0 metros de largo, 1.0 milimetro de didmetro, a un
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FIGURA 3.13

Programa en BASIC para
caloulas los coeficientes de
la matriz para un alambre
citindrico cargado
(Ejemplo 3.6).

100
119

120 "

L0
140
130
150
17¢
189

190 °

29¢

20 7
226 "

23
234
248
250
280
279
239
254
lag
e
324
336

340
350
350
310
130
39¢
400

At
- 430

430

frarvsETavRETEST AT I IR,y P T L L L T Y Werrerese e terberes vy

P -

CYLOON: PROGRAMA DE CONTROL PARA CALCULAR LA DISTRIBUGION .
. pE CARGA EN UN CONDUCTOR CILINURICO + USADO CON G-2JKA .
i Lh LENEA NUMERG 510 ES ESENCIAL
MR et ey ey e R R R A R A A R AR RS A LR
B

“Ideneificadores:

1 longitud del alambre

YA tadig dal alambre

¥ nimeza de segmentos (parea)

b = L/H longizud de segmentos

QLS

INPUT; L = *, L:INPUT * A® ", A

INPUL: M pax de segmenues, ¥ = *, Nb

INPUT *  Arveglo de ks Qimension MI>N/2, ML = 7, MIY

OIM A(MLY, MLV}, DHMIMD, W(M1Y)

N1t = N¥ / 2: NZ% = N% 7 2

'Ecuacién AL, ) *QII) = W(X), V{Il a2 I para eode I

B

‘zoeticientes calealados, ALL,3V'S
FOR I = 1L TGO NY / 2
FORJ =L + 3 TONY / 2
ALt.F) = {LI2)°(LOGL (I-Irif2) 4 (J-F-RA3 )+
LOGE IN%-I-J+3/2) / (N - I -~ J « 1/2) )}
NEXT J
FOR J » 1 TO L = %
AIIY =2 AT.T)
NEXT J .
AL 2) = LOGIL/{NE=A) )+ ({172} *L0G( (2+INB-2I1+«3) f {2*{N¥-2*31+1) }
D) = 1
HECE I

"Soluyeidén de las esvaciones
Gasim 2000

440

450
480
470
480
450

- 500

210
20
530
5490
550

‘Impresién de resulzados
IF N 7 2 > 20 THEN 510
FOR I =L TO WY /7 2
PRINT *Q{*I°) = * TAS{11):PRINT USING *F.0HR#F; W(I)
NEXY I . .
1]
FOR T » 1 TO 20
BRINT *G{*2*} = * TAB(LL}:PRINT USING “#.FI0#e"; WL}, .
PRINT TAA{25} *Q(*T » 20+*} = * TAB(14]:PRINT USING TE_FREERT WID o« 20)
NEXT I
N

potencial ‘de 1.0 volt, el resuliado numérico utilizando 40 elementos se presen-

taenlatabla 3.3, Este ca&culo Tleva mucho tiempa aun con un computador répi-

do, peto recuérdese gue se estdn caleulando los 210 elementos de la matriz y que
se astdn resolviendo 20 ecuaciones lineales con coeficientes distintos de cero.
Este método no calcula el potencial en cuaiquier punto y no determina la carga
por diferenciacién. En cambio, determina la carga directamente. Esta aproxima-
cién es particularmente itil para determinar la capacidad de un conjunto de con-
ductorss, como se analiza en el capitulo 6, Asf mismo, como ya se habrd notado,
conocer la distribucidn de carga hace posible caleular el potencial y el campo
eléctrico en cualquier punto del espacio. Este métedo funciona igual de bien en
tres dimensionas como se muestca en el problema 6.28. Como es comin con los
problemas de elementos finitos, las dificultades residen en establecer [as ecuaciones
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TABLA 33

Solucidn al problema del
alambre cargado (Ejemplo
36).(i= | esun
segmento del extremao;
=20 es uno de los
segmentos centrales.)

g i g

0.20401 1 0.14614
0.17210 12 0.14543
0.16340 13 0.14487
0.13838 14 0.14440
0.15502 i5 0.14400
(.15256 i6 0.14369
0.15068 i7 0.14344
0.14619 18 0.14326
0.14797 19 0.14314
0.14697 20 (.14309

D8~ DA R W R

—

Nota: Ef alambre es de 1.0 mde large ¥y 0.001 m
de didmetro, con N = 40 segmentos. D, = ;= 1.0
voit para todas las i Los valores dados son en
sealidad ¢, /{4 7& #); para obtener la cargaen cada
uno de Tos segmentos en couiombs, multiplique
el valor dado por d (en metros) dividido por 9 x
107, con 4 = longitud/(2N).

« y resolverlas. Ninguno de los coeficientes es cero en las ecuaciones para este
problema, y por tanto el proceso de resolucién es aiin mds intensivo en los
céleulos,

Estos dos ejemplos solamente muestran Ja superficie. El método de diferencias
finitas es lo suficientemente sencillo como para que los programas generales rara vez
se vean, Los programas se hacen generalmente a la medida de clases especificas de
problemas y de requerimientos especificos de entrada y salida. Lina excepcidn es ¢l
programa general de coordenadas rectangulares listado por Koonin,* que se ocupade
una manera muy interesante de fronteras arbitrarias y condiciones en las fronteras
arbitrarias. Por otra parte, el método de elementos finitos es dificil de establecer y
también requiere Ia solucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales. Como resul-
tado, se dispone de muchos programas. Sylvester y Ferrarit listan un nimero de
programas {en Fortran 77) para problemas bidimensionales. Hay también disponibles
muchos paquetes comerciales y, de hecho, el método de elementos finitos se ha vuelto
tan importante como herramienta de ingenierfa de disefio que algunas firmas han desa-
rrollado sus propios programas de computador para sus propdsitos.

* Koonin, Steven, f, Computational Physics, Reading, Massachuseus, Addison-Wesley, 1986, p.
376 ss. .

t Sylv-eslcr. P.P,yR. L. Ferrad, Finite Elements for Electrical Engineers, 2da. ed., Cambridge: Cambridge
University Press, 1990,
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N 1 L N . .

dors }0 es nil;esar IOddECl?T que h"f‘)f muchas otras aplicaciones valiosas del computa-
dor e}gs ;;\t—od e:ms ee ecttsomancg: I\{osotros ilustraremos dos. En el ejemplo aate-
0T, &l metode de momentos se wilizs para calcular Ja distribucidn de carea en an

cilindro largo. Teniendo esta distribucig i N
e 20, 3 1‘1‘ Elc!on de carga, el potencial y el campo eléerri-
co resultantes pueden caleularse utilizando las ecuaciones (2-15) ¥ (2-8), respectiva-
mente. Para un solo punto, este cdleulo implica afiadir las contribuciones por separada

de cada uno de los elementos, que pueden ser un gran ndmero de ellos, tarea

laboriosa que puede resolverse fici ., '
quep dcilmente con ef corhpytador. Encontrar las super-

ﬁcies_equjpotenci-alés o lineas de flvjo es atn mag tedioso, pero con un poco de
ingenio estos cdlcuios pueden también programarse para s;:r realizados porel com-
putador. De esta forma, ei cdlculo directo de potenciales ¥ carpos es una de nuestras
otras aplicaciones. El computador también puede ﬁtilizarsc para calcular una solu-
cién analitica de la ecuacién de Laplace como se muestra en ef siguiente ejemplo.

- EJEMPLQ 3.7  El problema es calcular el desarrollo en serie de Fourier del potencial en una re-
Célculo numéricodel  gidn rectangular como se determinG en el problema 3.18, En ese problema se

desarrolle en serie de Fourier i6 i
encontré que fa solucidn de la ecuacién de La i
del potencial en una regidn place en una regién reciangular .

rectangular

bidimensional, acotada por laslineas x=0,y=0, x = {1 y y = 6 sometida 2 las
condiciones en la frantera ¢(0,Y) =0, ¢(x, 6)= 0, o1,y = 0, g{x, 0)=1,era

sen [M] Scnh[(zf + 1)r(6 ~ y)]

PRE 11 —
o, y) =~ 11

71'.',';:{;21- + 1

Qi + 1)6::]
11

Esta solucién es exacta, pero si se requieren valores numeéricos para muchos pun-
tos, los célculos son tremendos.

scnh(

Solucién: Un programa muy corto, presentado en la figura 3.14, calculard el po-
tencial en cada punto sobre la reticula con un intervalo unidad dentro del
rectdngulo, Los resultados para la suma de los primeros 25 términos en la sede
se presentan en la figura 3.15(a).

Es instructivo comparar el resultado obtenido utilizando 1a serie de Fourier con
los resultados obtenidos por el método de diferencias finitas. La regi6n rectangular
utilizada en el ejemplo 3.7 es la misma que Ja que se utilizd antes en el cdiculo por
elementos finitos, ejemplo 3.5, Por tanto, podemos utilizar el programa de la figura
3.9 para obtener una solucién aproximada. El resultado se presenta en la figura 3.15(b).
Los valores obtenidos por los dos métodos generalmente estdn de acuerdo en dos
cifras significativas. Esta coincidencia es tranquilizante, pero un poco engafiosa. La
dificuliad es que hemos resuelto, de hecho, dos problemas diferentes con un grado
muy alio de aproximacién. Las ecuaciones de diferencias finitas son una aproxima-
cion a la ecuacién de Laplace. En otras palabras, hemos definido un nuevo problema
que se aproxima alt problema de resolver la ecuacién de Laplace. La aproximacién
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FIGURA 314

Programa en BASIC para
caleular el potencial en
puntos sobre una reticula
deniro de ua rectdnguio.

110 *

R0

130 °

140
150
140
181
179
ige
158
200
a0
228
30

-------- L L L T S

LOS NUMEROS BE LINEAS NO SON ESENCIALES

A T T trrarva sunemsmares B L L L LR s LR T

‘sero; porencial en al limite y=0 es ung.

PI = dTAIN{L)

DIM 5(56)

cLs

INPUT *Nimera de términos menores que 26, X ="M
CLs

DEF FHSINHIZ) = (EXP{Z}-EXP(-3}1/2

FOR Y=6 TO 0 STEP -1

. FOUCQEF2: POTENCIAL EN INA REGION RECTANGULAR UTILILANDC SERISS DE FOURLER,
4

----- sewawurvevasy

La regién es G<w¥<slZ, OcrY<csT; porencial en las limites X <0, X=12, y ¥=7

248 FOR X = 1 TO 10
2390 S0} » {4/PY)*SIN(PI"X/11) *FNSINHIPI*{6-Y1/11) /FNSINR(PI*6/11}
280 FOR N = 1 TOM - L
270 SIN+1) 5 S{N} + (4/PD) {4/ (2 °N+1bE SINC{2*N+1) *PL"X/11} "FNSINE (PT
{2 ML) " {6-Y) /1) /FHNSINH(PI® (2*N+11 6711}
280 WEXT W
280 PRINT USING 4. dadd *; S5(4),
300 NEXT ¥
310 PRINT
120 NEXT ¥
330 PRINT
3440 FRINT “Nimere de térmanos ="; K
150 @0
FIGURA 3.15
Comparacién del potencial {a) Desarrbilo en funciones base
aproximado en una r.eg:c'm 0 0 o o 0 4 g a 0 o
rectangular bidimensional
calculado utilizando un 0 .0425 .0790 .1062 .1235 ,1317 .i317 .1235 .1062 .079C .Q425 "]
desatrollo en serie de 0 .0915 .16B80 .2225 .2559 ,32715 .2715 .255% .2225 .16BD .0915 o
Fourier y utilizando up
método de diferencias 0 .1573 .2801 .3603 .4060 .4264 .4264 .4060 .3603 .2801 .1%73 O
finitas. 0 .2638 .4375 ,5324 .5806 .6006 .6008 .SEGE .5324 .4375 ,2638 o
0 .4844 .6736 .7484 .TH13 .7944 .7944 .7913 .T484 .6736 . 4844 0
1.003 1.023 .9933 .9882 1.008 1.008 .9882 .9%33 1.023 1.003
(b) Msétodo de diferencias finitas
0 0 0 [ ¢ 9 a 0 o
& 0433 .0797 .1063 .1230¢ .1309 .1309 .1230 .1063 .0797 .0433 o0
G. .0935 .1694 .2224 .2547 .2698 .2698 .2547 .2224 .1694 .0935 Q
0 1615 .2B18 .3592 .4037 .4237 .4237 .4037 .3592 .2818 .1615 O
0 L2706 .4369 ,5292 .577: .5976 ,5976 .577L-.5292 .43&% .2708 0
O L4842 L6661 .7433 .7781 .7915 .7919 .7781 .7413 .6661 .4842 O
1 1 1 1 1 1 1 1 1 hH

3.13

3.13 Soluciones de la ecuacidn de Poisson a1

solamente puede mejorarse definiendo otro problema que utilice una malla mas finay
que tengz una mayor intensidad de cdlculo. La solucién mediante la serie de Fourier es
exacta st se incluye un nimero infinito de términos, pero es aproximada si la serie se
trunca. En otras palabras, 1a truncacida profiuce una aproximacion 4 1a solucién exacta
{conocida) del problema especificado. En el caso de las diferencias finitas, aproxima-
mos el problema y resolvemos el problema aproximado con cualquier grade de preci-
sién que se desee. La aproximacién con serie de Fourier encuentra una solucién exacta
y entonces aproxima la sofucién con cualquier grado de precisidn. La diferencia entre
aproximar el problema y aproximar la solucién exacta con frecuencia es importante
cuando se utilizan métodos de cdleulo para resobver los problemas,

Para que no se piense que el desarrollo en una serie de funciones ortogonales base
es siempre una mejor aproximacidn, observemos que es muy laborioso obtener un
desarrolio en serie para condiciones en la frontera menos féciles, mienras que en el
método de diferencias finitas s6lo es necesario meter los valores en la frontera. El
resto del trabajo es realizado por el computador. También, en algunas regiones, las
series de Fourier convergen de manesa extremadamente lenta. La eleccidn del método
depende del problema especifico y del uso que se dard a la solucidn.

SOLUCIONES DE LA ECUACION DE POISSON

En las secciones precedentes hemos tratado exclusivaments con la ecuacién de Laplace
¥ su solucidn, La ecuacién de Laplace se aplica a los problemas electrostiticos en los
que toda la carga reside en las superficies de los conductores 0 se concentra en forma
de cargas puntuales o lineas de carga. (Veremos en el siguiente capitulo que, &i la
region entre los conductores estd liena de uno o mds medios dieléctricos simples, en-
tonces 1a ecuacidn de Laplace es vélida aun en estos medios.)

Consideremos ahora un problema electrostdtico en el que parte de la carga (la
carga prescrita) estd dada por p(x, ¥, z}, una funcidn conocida, y el resto de la carga
(la carga inducida) reside en las superficies de los conductores. Dicho problema re-
quiere la solucién a la ecuacion de Poisson. La solucién general a este problema puede
expresarse como una integral del tipo de la ecuacién (3-1) sobre 1z carga prescrita mas
una solucidn general de la ecuacidn de Laplace. Sin embargo, ia solucién de 1a ecua-
cién de Laplace debe elegirse de modo que todo el potencial satisfaga todas las condi-
ciones en la frontera.

Cuando toda la carga es prescrita, s decir, cuando dg = plx, v, 2) dvse conoce en
todos los puntos del espacio, entonces 1a ecuacion (3-1) representa la solucién com-
pleta de la ecuacidn de Poisson, y su integral puede efectuarse {va sea analitica o
numéricamente). No obstante, hay un caso en el que la solucidn de 1a ecuacién de
Poisson puede obtenerse de forma mds directa que por medio de 1a solucidn formal (3-
1}; esto sucede cuando tanto p como ¢ son funciones de una sola variable indepen-
diente. Corno ¢jemplo de este caso, sea P una funcién de la coordenada esférica r
dnicamente, y supongamos que Loda 1a carga estd disuibuida en una forma esféricamente
simétrica, Entonces iz ecuacién {3-5b) se convierte en
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14d d 1
PN (r“ f) = TP (3-70)
Supondresmios que Ja carga fotal estd imitada, es decir, ya sea gue 1a carga no se extien-
de a! infinito o que 1a densidad de carga disminuye de forma suficientemente ripida 2
grandes radios, La ecuacién (3-70) puede entonces integrarse directamente, conside-
rando Ia funcién p(r} dada, y las dos constantes de integracién pueden determinarse a
partir de (1) la ley de Gauss para el campo eléctrico para atgén radio v (2) el hecho de
que ¢ — O cuando r ~ .

RESUMEN

Las ecuaciones diferenciales vectoriales fundamentales de primer orden para el cam-
po electrostético, V x E=0y V - E = p/&, pueden combinarse en una sola ecuacidn
diferencial escalar de segundo orden, la ecuacidn de Poisson:

o]
Vig = — L
L4 €o

donde E =~V . 8i p(r) es una funcidn dada en una regidn V, la ecuacién de Poisson
tiene la solucién particular

1 p{r’)
- AN
() 4re, fvlr - v

como puede comprobarse si se opera el segundo miembro de esta expresién con V2
dentro de Ia integral. A esta solucién particular puede sumarse cualquier solucion de la
ecuacién homogénea correspondiente, la ecuacién de Laplace:

szp=0

Lasbluéidn apropiada de la ecuacién de Laplace es aquella que satisface las condicio-

nes en la frontera sobre la frontera de V. 81 ¢ 0 dq¥on se especifica en una frontera.

cerrada, i solucin es Unica, aparte de una constante aditiva.

* Sip=0entodo el interior de V, la solucién completa es Ja solucidn de la ecuacién
de Laplace que es continua dentro de V'y que satisface las condiciones impuestas en la

frontera de V. Esta tltima es @ = constante,, constante,, etc., sila frontera estd formada’

por conductores. -

* Pueden formarse soluciones analiticas para la ecuacién de Laplace mediante com-
binaciones lineales a partir de un conjunto de funciones base, que se eligen tenien-
do en cuenta la simetria que presenta el problema particular. El conjunto de los
arménicos esféricos es titil para regiones esféricas y simetria azimutal, y los armdnicos
cifindricos para regiones cilindricas.

« El método de imagenes es una técnica en la que se visualiza una configuracion
ficticia de cargas imagen fuera de V de tal forma que el potencial de estas cargas
imagen, mds las cargas reales dentro de ¥, satisfagan las condiciones en la frontera
para @ sobre las fronteras dadas de V. El teorema de unicidad asegura que el campo en
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el interior " . .
. de V' sea correcto. La técnica puede ser aplicada solamente a unas pocas

situaciones ; . .
clones en 1as que la simetria gs adecuada. El ejemplo mds sencitlo es una carga
puntual delante de un plang conductor. .

= Cuando todas la
; S CAIgas se encuentran sobre superficies conductoras, la ecyacicn

de Laplace fequiere que 10s po enci neales de
$ potenciales de los co i i
sus : nductores sean funciones i les

@ = z pyQ;

¥ .
L) o 4 g .
mémggsdi;nzt_(;dos Llct‘llesi?afa resolver numéricamente la ecuacidn de Laplace son el
diferencias f«]":::n llas 1m%a;; yel metc?do de elementos finitos. En el méodo de
u PR L-JGKE[}C).a o determina en puntos de una reticula en la region por
R proceso iteralivo; en el método de elementos finitos, Ja resign se divide en

subrcgm.nes en las que se postulan aproximacionas analiticas que luego son
parametrizadas y optimizadas, 4 °
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3.1 Dos céscaras conductoras esféricas de radios r, y », se disponen concéntricamente y se
cargan a los potenciales ¢,y ¢,, respectivamente. 8i r, > r. encoentre el potencial en puntos
entre las cdscaras y en los puntos r> r,,

3.2 Dos Féscara‘s cilindricas largas de radios r, y #, se disponen coaxialmente y se cargan 3
IC.JS potenciales ¢, y ¢, respectivamente. Encuentre el potencial en puntos entre las cAscaras
ciifndricas. -

33 §i g, es una solucién de la ecuacién de Laplace, demuestze que la derivada parcial de @,

con fespecto a una o més de las coordenadas rectangulares (es decir, Jg,/dx, F o, /o, &P fox
2y, etc.) es también una solucién,

3.4 Suponga que pes ura solucién de ta ecuacion de Laplace en una regidn V,. (a) Demuestre
que el -va!or- de @ en cualquierr punto O es el promedio de sus valores sobre la superficie de
cualquier esfera centrada en O que esté contenida totalmente e Vi

1
#(O) = s fode



