METODO DE AJUSTE POR REGRESION LINEAL

Por lo generaho es suficiente con sal medir una magnitud fisica valorar el resultado de la medici
desde su significado estadistico, la mayoria dedasses necesario medir dos casnmagnitude y estudiar la
interdependencia causal entre ellas.

Para establecer qué ley fisidge er un sistema dado, primero hgye encontir experimentalmente si
existe alguntipo de relacion entre los valores numéricos de ntegnitudes intervinientes. Como prim
aproximacion se realiza una repentacion grafica de N pares de datds;, Y;) y se traa de descubrir cuél es la
curva que sugiere la nube de punt&scriterio de minimos cuadrados reemplaza elguigrsonal de quien mi
los graficos y defineudl es la mejor cur que se ajusta a los datos.

La funcién que relaciondos variables X e puede ser lineal, egpencial, polinébmica, etEn este apunte
vamos a centrarnos en upasible relacion lineal entre dos varial: si la curvague mejor ajus es una recta, se
dice que existe “correlacion lineal” entre las dugnitudes medid. En los programas como Excel, Origin, €
estecélculo se realiza usando la herramierregresion lineal’ o “estimacion lineal”.

Supongamos que se obtuviemdpuntos experimentaleXi(,Yi) que al ubicarlc en la grafica Y(X) parecen
estar sobre una recta geepuede representar segun la ecue

Y(X)=ADX +B €y

dondeA y B son dogpardmetros, a determinar, que caracte la pendiente de la recy la ordenada al origen
respectivamente. En el procedimiedenominado regresidineal elobjetivo es hallar el par de valolAy B, por
método de cuadrados minimgsie definen a leecta que mejor ajusta a ldatos experimental.

Si todos los puntos estuvieran exactamente solareaata se cumpliria qt
Y, -(AX;+B)=0 i=12..N (2)

sin embargo, dado que los datos experimentales steagtdn afectados un error, la diferencia en licuacion
(2) no es cero, sino que para cada par de puX,Y;) se observa una diferen@a

Y, -(ADX +B)=e i=12.N ©)

Dicho ce otra forma, dado un par de valocA y B, de las N lecturaéX, Y)) se obtendraN desviacionesg.
Si se asume que los errores estan en su totalidéms evalores diY;, la desviaciore se denomina “desviacion
vertical” y corresponde a la diferen@atre el valor medid¥; y el valor deY calculadcY (% ) (ver Fig. 1)
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Figura 1. Representacion &fica de una serie de datos experimenteyi) y de una de
las rectasy (X)=A.X{+B que podria ajustar bien a los pur



Se considera como valor mas acertado para asigoarparametro# y B,aquel que haga minima la suma
de los cuadrados de las desviacioxfe§Chi cuadrado”),
N
X? =Y e = Minimo

€]
i=1

Observacion: esto es equivalente a pedir que sea maxima lagmitbad de que las desviaciones
verticales, que efectivamente aparecen en la mgisean minimas.

La condicion de valor minimo para la ecuacion @pktiene pidiendo que las derivadas parcialesotsp
de los pardmetros y Bsean cero,

ox* _ ox* _
= = 5
on 0V 70 ©)
En particular para este caso:
ax® _da(y - AX, -B) N
= ! ' =2 Y, —AX -B)- X, )|=0
A=y SRR a0 [y - A%, - ) X )]
ax* _ (Y, - AX -B) N
= ! : =2 Y. - AX. -B)-1)[=0
B2 oB D;[(, .~ B)(-1)]
de donde resulta el sistema de ecuaciones:
N N N
AY (X ) +BY (%) -2 (Y, DX, )=0 (6)
i=1 i=1 i=1
N N
A (X)+BIN = (v)=0 )
i=1 i=1
Las ecuaciones (6) y (7) pueden expresarse también
ADX?+BIX-XY =0 ®)
ADX +B+Y =0

N N N
_ in o ZY. _ inwi _ inz
donde X =1 Y= Xy=-+1_—— X?=12
N N N
La solucién de este par de ecuaciones da los edmscados da y B es decir, el de aquellos que cumplen
con la condicién de la ecuacion .(4)

La ecuacion (9) nos dice que la mejor recta pasaXpe Y *, es decir que el puntG = ()7,\7) =(x..Y,)
pertenece a la recta que buscamos.

Resolviendo las Ecuaciones (8) y (9), obtenemowadsres buscados para la ordenada al oriBew, la
pendienteA de la recta que mejor ajusta a nuestros datosimeeales:
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! El valor promedio de una variabM también podra verlo expresado c0|<n)§>



» ¢Qué intervalo de incerteza corresponde asignaostalores de A y de B determinados?

Como sabemos, cada medicidn tiene asociado urvéttede incertezas. En consecuencia, cada par de
datos(X;, Y;) también lo tiene y eso redunda en una incertezalps valores dé y B calculados.

La mayoria de los programas de calculo indicarvédsres de Ay B, pero no de sus incertezas asagiad
Para conocer el intervalo de incertidumbre de gadéX;, Y;) deberiamos medirldM , N (M veces cada valor de
Xi y N veces cada valor d¥). En la practica eso no se hace y en compensamonealizan diversas
aproximaciones. La primera es que la desviaciééndsr en los valores medidos Xees mucho menor que la
desviacion estandar en los valores medidoé(c(ex << O'Y), por lo cual se considera despreciable. Luego,
aplicando la relacion que permite calcular la degdn estandar de una magnitud que esta dada eibriude
otras variables medidase llega a la siguiente expresion:

dondeay; es la desviacion estandar para cada valor

Calculando las derivadas parcialesBlg A, ecuaciones (10) y (11), y suponiendo quedliason iguales
para todos lo¥; (o,, =0, Ui ) se obtienen las siguientes expresiones,

1
JA = UY 2 o2 (12)
| N{x2-X

Donde se considera que las desviaciones dd taediciones de lagy alrededor de su promeditoson del
mismo orden que las diferencias

» ¢Como se evalla la bondad del ajuste?

Una vez que tenemos la recta de regresion, esarersaber si el ajuste que ofrece sobre la nulprid®s
es suficientemente bueno. La medida mas comunmélitada para evaluar qué tan bueno es el ajsta tecta
de regresion es ebeficiente de correlacion lineaR, que se define:

o XY-XY
-]

Los valoresR pueden ir de + 1 a - 1, pasando por el cero. &iaente de correlacion nos informa acerca
del grado de relacion (lineal) entre dos variabBda relacion es lineal perfecta,serd 1 6 -1. El coeficiente
sera positivo si la relacion es positiva (al aumeKtaumentay), y R sera negativo en el caso contrario (si al
aumentatX, disminuyeY). Si R=0 puede indicar dos cosas: que las variables na estéelacionadas o que el
ajuste a un modelo lineal no es el adecuado.




Deformacion vs Masa En la figura se muestra el resultado

—_ 107 de aplicar el ajuste de minimos cuadrados
5 97 @ a los valores medidos de deformacion de
g E; | un resorte en funcién de la masa del
9 6. X o cuerpo que pende del mismo. Los puntos
£ son los datos experimentales y la linea es
= i | e la recta de ajuste.
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2 - I y =0.5449x presenta la ecuacion de la recta de ajuste

14 R* = 0.999 y el valor del cuadrado del coeficiente de
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» ¢En qué casos se puede aplicar este método?

Es importante notar que el método de regresitrallipeede también aplicarse a relaciones no lineales
como por ejemplo la funcién potencidl = B X*. Esta forma funcional es muy comin en las ciengague,

con frecuencia, la curva que representa se apraim@mportamiento de gran variedad de sistemasr§iamos
que los datos mediddX;,Y;) estan relacionados entre si por una curva deipstest se representa Y en funcion
de X lo que se tiene (en el caso d&lpes una curva concava hacia arriba (A>1) o hetzggo (A<1).

Para poder emplear el andlisis de regresion lifesdtar4 con transformar la funcion potencial ea un
relacién lineal. Esto se logra aplicando en ambiesmoros de la igualdad la funcién logaritmo

logY =log(B.X*) =logB + Alog X

y realizando un cambio de variabl&$=logY y X*=logX. De esta forma se obtiene una relacién lineal
Y =logB + AX dondeA es el valor de la pendiente y IBda ordenada al origen.

Ejemplo: Se mide el periodb de un péndulo simple para distintas longitudes.deEn el caso de pequefias amplitudes de
oscilacién, ambas variables estan relacionada$ po277,/ L/g dondeg es la aceleracion de la gravedad. La relaciérekes d

tipo T = al® cona= 2% yb= % Mediante el ajuste por regresion linealTden funcion de.” se puede obtener el

valor de la constantee indirectamente del valor de la aceleraciéon dgdaedad).
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