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La temperatura es el

aumento de la energia de un
sistema cuando se ahade un

bit de entropia.

Leonard Susskind

La guerra de los agujeros negros. Ed. Critica. 2015
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Problema 3.1

Suponga un gas ideal de particulas clasicas, cuya energia expresamos

Entendemos por gas ideal a un gas suficientemente diluido en el cual la energia de
intercaccién entre moléculas es despreciable.

Utilizando la probabilidad de hallar al sistema en un estado particular de energia (E})
P. = exp[—BE;]

Calcule el nimero medio de moléculas por unidad de volumen que tiene una velocidad

entre vy v+ dv

f@d3v

Utilice el resultado anterior para obtener la distribucién de velocidades, muestre que:

Ty =7,=7,=0
o |2
- m
[Vlmp = V2 [v]

e Exprese la validez de la aproximacion clasica.

e Grafique la funcién distribucién de velocidades para diferentes valores de
temperatura.

e iPuede un gas ideal condensar,? justifique su respuesta .

Problema 3.2

Consideremos un gas suficientemente diluido de N moléculas idénticas de masa m
confinadas en una caja de lados L,, Ly, L,.

e Calcule la probabilidad de hallar las moléculas en cualquiera de sus estados cudnticos.
e Calcule la energia de cada estado cuantico &, en funcidn de los nimeros cuanticos
Ny, Ny, Ny

e Calcule la energia media a partir de la expresién

&= Z P&,
T
Demuestre que la expresion anterior es equivalente a la expresion

dln(2)
ap

Donde Z = ), exp[—f&,], recibe el nombre de funcién particion.

E=—
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e Encuentre la funcidn particién y calcule la energia media. Ayuda, la sumatoria puede
reemplazarse por una integral, ¢ Por qué?.

Problema 3.3

Utilizando la expresion
dIn(Z)

ap

&=

e Obtenga una expresion de €2 en términos de la derivada de In(2).

e Calcule la dispersion de la energia @ = g2 — &2

e Calcule la desviacion standadrd As = (Ag2)1/2

e Use los resultados anteriores para obtener la siguiente expresién para un gas ideal
Ae

g
Interprete el significado del resultado anterior.

Problema 3.4

Considerando un gas ideal constituido por N moléculas monoatdmicas, y utilizando las
propiedades de la funcidn exponencial, demuestre que la funcién particion completa
del gas puede escribirse como

Z =27

Con Z la funcidn particién de una molécula.

Problema 3.5

Considere un recipiente lleno con gas nitrégeno (N;), a temperatura ambiente
(T = 3000k), calcule la velocidad media de las moléculas del gas y la fraccion de
moléculas con una velocidad >200% de la velocidad media.

Problema 3.6

La energia promedio en un dtomo de hidrégeno en la atmdsfera estelar ( la cual
asumimos en equilibrio térmico) es de 1.0eV.

e Calcule la temperatura.

e Calcule la razén N3/N1, siendo N; el nimero de moléculas en el estado fundamental y
N3, el nUmero de moléculas en el segundo estado excitado.

e Calcule el numero de dtomos ionizados y compdrelos con el nimero de dtomos en el
segundo nivel excitado.

* En base a las consideraciones anteriores describa brevemente la atmosfera estelar.



Piense como Maxwell

Nacido en Edimburgo el 13 de junio de 1831 James Maxwell es uno de los grandes fisicos

del siglo XIX. Hombre timido, muy religioso y de un agudo sentido del humor, huérfano de
madre desde los nueve afios, estudid en la Edimburgh Academy, donde recibié el apodo de
"Dafty" (diminutivo de 'chiflado'), a causa de su acento campesino, su vestimenta poco
elegante y su peculiar sentido del humor. A los quince afos ya habia inventado el método
que consistia en trazar una elipse con la Unica ayuda de un cordel y unos alfileres. En 1847
ingreso en la Universidad de Edimburgo, y en 1850 lo hizo en el Trinity College de Cambridge,
donde fue el segundo de su promocién y recibié el Premio Smith en 1854.

En 1856, se incorpord como profesor en el Mariscal College de Aberdeen, ciudad en la que
contrajo matrimonio con la hija del rector de la Universidad, y con la que llevé a cabo
experimentos sobre la viscosidad de los gases. En 1860 se trasladé al King's College de
Londres, donde permanecié hasta 1865, fecha en la que murid su padre y decidié volver a su
ciudad natal en calidad de investigador. No obstante, fue convencido para que aceptara la
catedra Cavendish de Fisica Experimental en Cambridge, donde abrié su laboratorio en 1874,
el cual se convirtié en una de las instituciones mds importantes en cuanto a la formacién de
cientificos. Contrajo cancer en 1879, enfermedad a causa de la que fallecié el 5 de noviembre
del mismo afio, en Cambridge

La vasta labor cientifica de este autor abarca diversos campos.

En termodindamica y teoria cinética de los gases, completd el modelo ya existente de un gas
formado por moléculas en continuo movimiento que chocan entre si y con las paredes del
recipiente que lo contiene. Maxwell publicé en 1865 su primer trabajo en este campo, que
introdujo una forma de razonamiento matemadtico en la concepcidn de los gases. Demostrd
que la distribucién de las velocidades de las moléculas que forman un gas dependia de la
temperaturay concluyd que el calor se almacena en el movimiento de las moléculas
gaseosas. Esta teoria empezd a aplicarse a fendmenos de difusion, viscosidad y conductividad
térmica de los gases. La distribucidn de velocidades se conoce hoy en dia como la
distribucién de Maxwell-Boltzmann en honor a James Maxwell y a Ludwig Boltzmann quien
formulara de manera independiente una teoria similar en 1872.

Deduciremos a continuacion la distribucidn de velocidades de Maxwell-Boltzmann para un
gas clasico de particulas idénticas en equilibrio a una temperatura T, utilizando las
consideraciones fundamentales utilizadas por Maxwell para obtener dicha distribucion.

La probabilidad P(v)dv de encontrar una molécula en el rango v — v + dv se obtiene
utilizando dos premisas fundamentales:

» Simetria rotacional en el espacio de velocidades. Es decir, la distribucion debe ser
isotrépica, y depender solo de la magnitud de la velocidad v = |v| y no de la direccién.

* No debe existir correlacion entre las diferentes componentes de la velocidad.




Las consideraciones anteriores las podemos expresar como:
P(v) = P(v?)
P?) = p(v?)p (v?) p(v;?)

Donde p(viz)dvi es la probabilidad de tener la componente i de la velocidad en el rango

Vi —V; + dvi.

Usando las consideraciones anteriores Maxwell deduce la distribucion de velocidades usando
un truco muy inteligente, es decir aplicando el logaritmo a la ecuacién anterior

In[P(v?)] = In[p(vx?)] + In |p (v,?)] + In[p(v,?)]

Y diferenciando con respecto a las componentes de la velocidad. Esto es:

dIn[P(v?)] _dinP 0v? dinP _ dinp(v;*)
vz dv? ov2  dv? dv;?

y dado que esta ecuacion es valida para todos los componentes, llegamos a la conclusion de
gue el lado derecho debe ser constante. Entonces

dinP _
dv?

Por lo tanto
P = Ae~bv?

Las constantes son determinadas por las condiciones de normalizacion
fP(v)dv =n

Donde n es la densidad de particulas y por la definicién de temperatura

1 ) 1
§m<vx >=ET

Obtenemos
3/2
/ e—va/ZT

P(v) =n (2%)

Note que no se necesita informacion del potencial entre particulas. Sélo necesitamos un
mecanismo de interaccidon que conserve la masa, la cantidad de movimiento y energia en
cada colisidon, por lo que en realidad existe un estado de equilibrio.
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Temperaturas

absolutas negativas

COnsideremos un sistema de 2 niveles de energia €. Para un total de N particulas, identificamos

con N, las particulas presentes en el nivel superior de energia (+¢) y con N_ las del nivel inferior —e.
Tenemos por lo tanto:

N=N_+N,
E=(N,—N_)e

Usando las ecuaciones anteriores, podemos expresar:

N, = L (N + E)
tT 2 €
N_ = 1 <N E)
-2 €
El nUmero de microestados es:
N! N!

TR R DI

Podemos calcular la entropia, y obtenemos:

S(E,N) = kNIn(N) — "%(’”9 n E(’“g)] ‘%("“9 n E(’V_S]

équé aproximacion hemos realizado para obtener el resultado anterior?, la temperatura del sistema
resulta:

1 0S| k _(N—E/e
T_OEN_Zen

- N+E/e

Se deja como ejercicio obtener las expresiones de N, (T) y N_(T), y mostrarque N_.=NT - 0y
N, = N_= N/2T — oo. Hasta acd nada interesante, ahora, analicemos que sucede cuando N, > N_
équé temperatura tiene el sistema?, ¢hay qué llevar abrigo?

Para analizar mejor la situacidon grafiquemos la entropia en funcidn de la energia, en este grafico, la
pendiente corresponde a la inversa de la temperatura.



T=-c0
In(2)f~--===-======-== a

B<0
S/Nk

O S Y | o o o o e

E/Ne 1

Si partimos desde una temperaturaigual a cero, y comenzamos a elevar la temperatura, observamos
que el sistema pasa de tener el nivel inferior completamente ocupado N_ = N, a un valor de

N_ = N/2 cuando la temperatura tiende a infinito. Ahora, imaginemos que por un mecanismo
especial, forzamos al sistema a sobre-ocupar el nivel superior, en un laser este hecho se conoce como
bombeo, y se realiza con un haz de luz. Un estado con N, > N_ se llama inversion. Como sabemos en
un sistema termodinamico, la energia fluye desde la fuente caliente a la fuente fria, o de manera
equivalente, desde una configuraciéon de menor entropia a una configuracidon de mayor entropia. Si
observamos el sistema estudiado notaremos que las configuraciones con temperatura negativa
presentan una entropia menor que la condicion N_ = N/2, por lo tanto una configuracién de
temperatura negativa se comporta como una fuente caliente!!!, en los laseres, este fendmeno se
conoce como emision.

Para mas informacidon consultar: Thermodynamics and Statistical Mechanics at Negative Absolute
Temperatures, Norman F. Ramsey, Phys. Rev. 103 (1956).
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Problema 3.7

Calcule utilizando un enfoque microcandnico, la ecuacion de estado de un gas ideal.

Problema 3.8

Obtener la ecuacidon de estado de una banda elastica, es decir, cdmo varia la longitud
de la misma en funcién de la tensidén aplicada y la temperatura. Para eso considere a la
banda eldstica como un “manojo” de polimeros y cada uno de ellos como una larga
cadena de mondmeros, bajo la accién de una fuerza, ver figura.

Calcule el numero de microestados, la entropia y el mddulo eldstico de la banda
eldstica. ¢COmo varia el mdédulo elastico con la temperatura?, épor qué?

[ 2 o %
o—a mondmero

Problema 3.9

Considere una cadena unidimensional de N > 1 sitios localizados. Cada sitio contiene
un polimero con 2 estados posible de energia. Una configuracién sin deformar h = 0,
o una configuracion deformada independiente de la direccién de flexion h = ¢ > 0

, ver grafico.

e Describa la expresidn para el nimero de microestados de un sistema de 2 niveles con
degeneracion g4 y g, respectivamente.

e Aplique el resultado anterior y determine las expresiones de la entropia S, la energia
interna E y el calor especifico C,, de la cadena de polimeros.

e Obtenga las expresiones de E y C,, en los limites de altas y bajas temperaturas.

* Obtenga el nimero de cadenas flexionadas y sin flexionar en los limitesT — 0y

T — oo, grafique.

* (A qué temperatura corresponde la configuracion mostrada?

e De acuerdo con las expresiones antes derivadas, encuentre el dominio donde el
sistema presenta temperaturas negativas, ¢ qué significa? Grafique el sistema con una
configuracion T < 0

* Muestre que el sistema con se comporta como una fuente caliente. Explique
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Problema 3.10

Considere un sistema formado por dos dados. Deermine el nimero de microestados y
el estado macroscépico mas probable. Desarrolle para este sistema el concepto de
temperatura.

Problema 3.11

Considere un sistema de 2 &tomos cada uno con tres estados cuanticos 0, e, 2e, el
sistema estd en contacto con un reservorio térmico a temperatura T.
Calcule la funcién particion si las moléculas son distinguibles o indistinguibles.

Problema 3.12

Considere una molécula diatdmica con momento de inercia I. En este problema solo
consideraremos la energia de rotacién.

e Utilice la expresién clasica y calcule la funcidn particién y la energia media de
rotacion.

E=o(pe? +— 2
~2r\Pe senz(e)p‘p

e Utilice la expresién cudntica de un rotor rigido
E—h'('+1) i =0,1,2
- 2[] ] J - )=

Con degeneracion (2j + 1).
e Compare ambos resultados.

Problema 3.13

Un oscilador unidimensional cuantico se encuentra en equilibrio térmico a una
temperatura T.

e Calcule la funcion particion.

e Calcule la dependencia de la energia media con la temperatura.

* Obtenga las expresiones para kT > hw y kT < hw. Compare los resultados con los
obteneidos para un oscilador clasico.
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Problema 3.14

Calcule la altura respecto del nivel del mar donde la densidad del aire es la mitad que a
nivel del mar.

Problema 3.15

Un gas monoatdmico contiene 4tomos con 2 niveles de energia, un estado
fundamental con degeneracién g, y un estado excitado con degeneracién g,. Calcule
la funcidn particién y la energia promedio del sistema.

Problema 3.16

Sea un conjunto de N osciladores arménicos cuanticos tridimensionales de frecuencia
w Yy energia E, calcule la entropia S y la temperatura T.



Distribucion vertical de
particulas brownianas

Se establece el equilibrio de sedimentacién cuando una suspensién permanece en reposo durante un
tiempo prolongado. Las fuerzas que determinan la distribucién vertical de las particulas son:

* La fuerza gravitatoria mg que actua sobre las particulas, la cual tiende a depositar las particulas en el
fondo del recipiente.

e La fuerza generada por la colision de las moléculas del fluido con las particulas, la cual tiende a
distribuirlas uniformemente por todo el fluido.

Para determinar la distribucidn vertical consideremos una columna vertical de particulas de gas a
temperatura T en equilibrio y consideremos las fuerzas que actian sobre una seccion horizontal de
espesor dh, como se ilustra en la siguiente figura.

Figura: Imagen extraida del trabajo de Perrin. Corresponde a la distribucién de
particulas de gutagamba (didmetro aproximado 0.29um) en suspension.
Note las diferencias en densidad a diferentes alturas.

La fuerza que actua hacia abajo es su peso
dw=Anmgdh

Donde A es el drea, n es el nUmero de particulas por unidad de volumen a la altura h, m es la masa de
una particulay g la constante gravitatoria. La fuerza que actua hacia arriba se debe a la diferencia de

presién entre la superficie superior e inferior en la seccidn horizontal considerada.

df = Adp



®

Donde A es el area, n es el niumero de particulas por unidad de volumen a la altura h, m es la masa de
una particulay g la constante gravitatoria. La fuerza que actua hacia arriba se debe a la diferencia de
presion entre la superficie superior e inferior en la seccidén horizontal considerada.

df = Adp
Considerando que el sistema estd en equilibrio,

Adp = —Anmgdh

. . ap . .
el signo negativo se debe a que 2 €8 negativo. Usando la ley de los gases ideales y la constante de
Boltzmann kg = R/N4 , podemos expresar

PV = RT = NkT

donde R es la constante universal de los gases y N4, el nimero de Avogadro.
De manera equivalente

NykT
v

p = nkT

donde n, como antes, es el nimero de particulas por unidad de volumen. Por lo tanto, para un cambio

isotérmico
dp = kTdn

Combinando las ecuaciones anteriores podemos expresar

dn —mg
o

Ahora integramos entre h = 0y h donde las densidades de particulas son ny y n respectivamente.

"dn —-mg ("
f —=—f dh
n kT J,

No
mg
In(n) —In(ng) = —k—Th
Obtenemos
myg
n= noexp[—ﬁh]

La expresion anterior representa la variacion del nimero de particulas por unidad de volumen en
funcion de la altura. Esta ecuacion se puede aplicar a particulas brownianas de tamafio uniforme si el
peso (mg) es reemplazado por el peso efectivo de una particula en un fluido teniendo en cuenta la
flotabilidad. Suponiendo que las particulas son esféricas con un radio a, el peso efectivo resulta:

4 4

Wefec = §Ra3pg - g”agplg

Wefec = f7ta3 —p
efec =3 glp—p)
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donde p, p son las densidades del material de las particulas y el fluido, respectivamente. Finalmente
podemos expresar

—4na’g(p — /ﬁ)Noh]
3RT

n = nyexp|[

Jean Perrin llevd a cabo entre los afios 1900 y 1912 una serie de experimentos con coloides en los
cuales utilizando la ecuacién anterior y midiendo la densidad de particulas de gutagamba (didmetro
aproximado 0.29um) en suspensidon determind el valor para el nUmero de Avogadro. Fue galardonado
con el Premio Nobel en el afio 1926 por este trabajo.

Bibliografia:
Brownian motion and molecular size. K.L. Planken 2003.



ela informacion °
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En la teoria de la informacidn, la entropia es una medida de la incertidumbre asociada a una

variable aleatoria. En este contexto es comun referirse a la entropia como la entropia de Shannon,
que cuantifica el valor esperado de informacidn contenido en un mensaje.

La formula de la entropia es introducida por Claude Shannon en 1948 en su trabajo «A mathematical
Theory of Communication».

Sea una variable aleatoria X = xq, x5, ..., x,,, donde cada valor tiene asociada una probabilidad p(x),
entonces:

H0 = = ) pxlogep(x:)
i=1

El signo menos es utilizado porque la probabilidad adquiere valores entre 0y 1, por lo tanto el
logaritmo toma valores negativos en el domino de la probabilidad.

Es usual utilizar la expresion:
1

p(x;)

H(X) = Z p(x;)log,
i=1

A 1 . . .
donde el término log, o se denomina «sorpresa», la misma decrece de manera mondtona cuando
i

la probabilidad se incrementa, ver figura.

lg—
(0]
2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Probabilidad p



La entropia se mide en bits. Imaginemos un experimento donde tenemos dos posible resultados, sale
a o sale b, cada uno con su respectiva probabilidad, p(a), p(b), la entropia resulta:

H(X = a) = —p(a)log,p(a) — (1 - p(a))log, (1 — p(a))

La entropia para diferentes valores de p(a) se ilustra en la figura, ndtese que la entropia es maxima
H = 1 bit cuando p(a) = 1/2.

H(a)

0 iz 1
P(a)

Podemos definir el bit como el valor de la entropia asociada a un experimento aleatorio con dos
posibles resultados ambos con p(a) = p(b) = 1/2 como por ejemplo lanzar una moneda.
1 1

1 1
H=—-— —_ —=1bi
2logz2 2logz2 = 1 bit

Ejemplo:
Calcule la entropia de un conjunto de 8 letras {a, b, ¢, d, e, f, g, h}, écudl es la cantidad minima de bits
gue se necesitan para representar al conjunto?

Solucion:
Utilizando la entropia de Shanonny considerando igualmente probables a todas las letras, podemos

expresar:

8
1 1
H(X) = —Zglog2§= 3
i=1

Es decir se necesitan 3 bits de informacidn para representar el conjunto de 8 letras.



Si las probabilidades de todas las variables son iguales, la expresion de la entropia se reduce a:

H(X) = —log,p

Observese el parecido con la expresidn de Boltzmann de la entropia, sin embargo no puede
establecerse una relacion directa entre ambas, mas alla de su nombre, de hecho se cuenta la historia

de que fue von Neumann quien le sugirid «llamala entrop/'a pues nadie sabe lo
que es realmente por lo que siempre tendrds ventaja en cualquier

discusion».
Para obtener el equivalente termodindmico de la informacion, resulta fundamental mencionar el
trabajo de Landauer. La teoria de Landauer formula dos premisas:

1- La informacién en un sistema fisico estd siempre codificada.

2- La destruccién de un bit causa la transferencia de kzTIn(2)[J] al ambiente, o de manera
equivalente un cambio de entropia AS = ¢/; = kg In(2) [J/K].

Por ejemplo, si para quemar una sustancia se consumen M Joules, la cantidad de bits N que se
M

kgTin(2)

destruyen (informacién que se pierde) serd, N =

Referencias: Shannon, Claude Elwood (1948). «A mathematical theory of communication». Bell
System Technical Journal 27 (379-423 and 623-656).

Antoine Bérut; Artak Arakelyan; Artyom Petrosyan; Sergio Ciliberto; Raoul Dillenschneider; Eric Lutz
(2012). «Experimental verification of Landauer's principle linking information and thermodynamics».
Nature, 483 (7388).
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COmo ganar,—~\¢ °

¢ _©n | casino
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Claude Shannon tal vez sea la Unica persona del siglo XX que pueda vanagloriarse de

haber fundado toda una nueva ciencia.

El campo que inventd, la teoria de la informacién, es en esencia, la matematica subyacente
a la revolucidn digital. Apuntala la ciencia informatica, las telecomunicaciones modernas, la
criptografia y el descifrado de cédigos. Su objeto basico de estudios son los datos: los bits
(término acuiiado por Shannon) de informacion. El estudio de aspectos tales como el
movimiento de las ondas de luz a través del aire o cdmo funcionan los lenguajes humanos
es muy antiguo; la propuesta revolucionaria de Shannon fue estudiar la informacién en si,
es decir, aquello que transportan las ondas de luz desde los objetos fisicos hasta la retina o
lo que se transfiere entre dos personas cuando hablan, independientemente de las ondas o
de las palabras. Es casi imposible sobredimensionar la importancia que cobraria esta idea.
Pero Shannon tenia otros intereses, entre ellos ganar plata en el casino, o solo divertirse
combinando dos de sus grandes pasiones, la teoria de juego y las maquinas.

Un estudiante de posgrado llamado John Thorp colaboré con Shannon para disefar una
estrategia con la cual ganar a la ruleta. Estamos en el verano de 1961 cuando Thorpy
Shannon viajaron a las Vegas a probar suerte. La idea se centraba en el uso de un sistema
de intercomunicadores y un rudimentario ordenador. Uno de ellos permaneceria cerca de
la ruleta observando atentamente, mientras portaba una serie de interruptores en los
zapatos de modo de comunicar cuando la bola comenzaba a girar y cuando daba la primera
vuelta. Una segunda persona portaria el ordenador, el cual se cargaba con los datos de la
bola de la ruleta. Si bien era imposible predecir el nUmero ganador, el ordenador podia
predecir en que octante podia caer finalmente la bola. Durante varias noches, la estrategia
funciond y lograron ganar algo de dinero. Sin embargo, no compensaba la tension vivida
durante el viaje. El juego ya genera suficiente estrés sin afrontar el riesgo de que fornidos
guardas de seguridad se abatan sobre nosotros, por lo cual Shannony Thorp dejaron las
Vegas y las apuestas, dejaron el campo de las ciencias aplicadas para continuar con su
trabajo en ciencias basicas.

Extraido y adaptado de "Cuando los fisicos asaltaron los mercados" de J. Weatherall.
Ed. Ariel (2013).







c‘,Qué sucede si lanzamos una taza de té caliente en un agujero negro? La pregunta puede

parecer absurda pero nos lleva a un entendimiento profundo de la relacion entre la entropiay la
informacién.

Analicemos un poco mas la cuestion. Una taza de té caliente tiene una cierta cantidad de
entropia, si la arrojamos a un agujero negro nada puede escapar, por lo tanto la entropia se
pierde. Por lo tanto ¢seria posible reducir la entropia del universo?, ahora nos damos cuenta que
la pregunta es profunday su respuesta requiere revisar los conceptos fundamentales de la fisica.
Segun se cuenta, fue John Wheeler quién formuld esta pregunta a su becario Jacob Bekenstein.
Meses después Bekenstein regresé con la respuesta «no destruyes la entropia, el agujero negro
tiene su propia entropia, todo lo que haces es aumentarla».

En 1973 Bekenstein se propuso calcular el aumento de entropia de un agujero negro a partir de
la suposicion de que tenia que aumentar en, al menos la entropia entrante.

Para ello se sirvié de un experimento mental. Recordemos que la entropia nos dice cuantos bits
de informacién necesitamos para especificar el estado de un cuerpo. La minima cantidad de
entropia que podemos afiadir a algo es exactamente un bit: o si o no.

¢Como anadir un bit de informacion
a un agujero negro?

Podriamos por ejemplo, arrojar una moneda a su interior. La moneda puede caer en cara o en
cruz: dos posibilidades, por lo tanto un bit. Por desgracia, la informacién contenida en una
moneda es mucho mayor, incluye la posicién y velocidad de cada una de sus particulas.
Necesitamos algo mas pequeio.

Otra posibilidad es lanzar un atomo, pero nos vemos con el mismo problema, el &tomo esta
constituido por protones neutrones y electrones.

Afadir un dtomo a un agujero negro aumentara su entropia en mucho mas de un bit. Parece ser
que la Unica opcidn es usar una particula elemental, algo que no pueda ser dividido en partes
constituyentes.

Por lo tanto usaremos un fotdn de frecuencia f, con una longitud de onda A similar al radio R
(radio de Schwarzschild)del horizonte de eventos del agujero negro.
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La energia del fotdn resulta:
E = hf o€
= f R

Usando la equivalencia de Einstein entre la masa y energia, podemos obtener la masa que gana
el agujero por el foton que arrojamos.
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ahora que conocemos la masa de un bit de entropia, solo queda contar cuantos bits tiene el
agujero negro. Para ello, usaremos la fdrmula que relaciona la masa M del agujero con su radio:

2GM

de la cual podemos despejar la masa y obtener:
o= Rc?
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para encontrar cuantos bits de informacién caben en el agujero negro, solo hay que dividir la
masa del agujero por la masa que el agujero gana con un bit:
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pero el area de una esferaes 4 = gnRz, de forma que podemos expresar el nimero de bits
como:
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Es decir el nUmero de bits almacenados en el agujero negro es proporcional al area de su
horizonte de sucesos. Dado que el niumero de bits es proporcional a la entropia, hemos
descubierto que la entropia es proporcional al area. La férmula final, es el gran logro cientifico
alcanzado por Stephen Hawking, y es la formula que eligié para su epitafio:
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Referencias: La guerra de los agujeros negros. Leonard Susskind. Ed. Critica. 2015.
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