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Examen Final

Sea una coleccidn de particulas con spin % confinados en una superficie con N sitios. Para
cada sitio, tenemos ¢ = 0 para una vacancia, ¢ = +1 si la particula tiene spin positivo y
o = —1 sila particula tiene spin negativo. La energia de cada sitio es ¢ = —Wg2donde W
es la energia de enlace.

Calcule la entropia en funcién de la magnetizacion y el nimero total de particulas. Muestre

que es extensiva.

Calcule la temperatura, y muestre que puede ser negativa.

Describa el modelo de Einstein y el modelo de Debye para un sélido cristalino. Calcule las
temperaturas caracteristicas de ambos modelos, ¢ dependen de la dimensién del sistema?

Calcule el €, en ambos modelos en las regionesde T >>y T <<, équé criterio utiliza para
considerar altas y bajas temperaturas?

Considere un gas de moléculas que interactian con el siguiente potencial:

=0 r<a
u(r) =4=—-u, a<r<bhb
=0 r>bh

Con a el radio de la molécula.
a- Calcule el segundo término del virial para este gas de particulas interactuantes.
- aT
b- calcule el coeficiente de Joule-Thomson (%) y muestre que puede presentar valores

positivos y negativos, explique el comportamiento fisico del gas asociado a cada caso.

“Pienso que debe existir una ley de la naturaleza que impida a una estrella comportarse de
una manera tan absurda” Arthur Eddington

En 1935, Chandrasekhar especulaba sobre la posibilidad de que existan estrellas mas densas
que las estrellas enanas blancas. Su argumento se basaba en las propiedades de los
fermiones.

ad- Modele a la estrella de neutrones como un gas de neutrones (fermiones)
completamente degenerado y calcule la ecuacidn de estado.

b- calcule Ia presion generada por la atraccion gravitatoria.



C- Combinando ambas expresiones calcule el radio tipico de las estrellas de neutrones.
d- calcule la densidad y la presién.

€- En base a los resultados obtenidos, ées correcto suponer el sistema estd
completamente generado, calcule la temperatura de fermi del sistema.

Considere un gas caliente completamente ionizado, que contiene nucleos del tipo Ay B, en
conentraciones n, y ng, con una seccion eficaz de fusiéon a. Por el momento consideremos
que los nucleos B estan quietos y los A se mueven con velocidad v.

a- Evalue el producto de la seccidn eficaz de fusidn y la velocidad, considerando una
distribucién de Maxwell-Boltzmann, (o v,.).

b- Con el resultado anterior, calcule la razén de fusién por unidad de volumen, Ryp =

1/2
nang{ov,), con o(E) = S;—E)exp [— (E?G) ] con E; la energia de Gamow.

C- Muestre que R,p tiene un maximo a una determinada energia y desarrolle en el
entorno de dicha energia para finalmente mostrar que la fusién puede ocurrir en una
ventana de energia E, + A/2. (Ayuda: recuerde la expresidn de una distribucién
gaussiana).



Solucion

Problema 1

Podemos escribir la magnetizacion del sistema M = N; — N, la energia E = —W(N; + N)) y el
numero total de particulas N = N; + N, + N,

El nimero de microestados resulta:

N!

Q=——
NiINJIN!

Resulta conveniente reescribir la expresion anterior como:

N!

a0, M) =
[3@+m]1[z@-m]i v -0y

ConNy=2(Q—M) Ny=2(Q+M)Ny=N—-QconQ = —=

Calculamos la entropia:

S = kin(Q)

$(Q, M) = kin(NY) — kin E © + M)!] — kin E - M)!] — kin[(N = Q)1]

Aplicando la aproximacion de Stirling, obtenemos:

Q+M)

1 1 1
S(Q, M) = Nin(N) - 5 Qin | (0? = M®)| - 5 Min e

De manera equivalente,

S(Q,M) = —Ngin Em} - %len [q * m] —~N(1—¢)In(1—q)

q—m
Con,q = Q/Nym = M/N donde se observa que la entropia es extensiva.

La temperatura resulta:

1 _ (65)
T \9E/y
Finalmente,
w

T =
kin[2(1 - q)/\[q> —m?

Podemos ver que la temperatura del sistema puede tomar valores negativos considerando por ejemplo
m=0yq=3/4.




Problema 2

El desarrollo completo de ambos modelos, se omite. La temperatura caracteristica de Einstein es
_ hwE fle

O = Y la del modelo de Debye es O, = -

Las temperaturas no dependen de la dimensidn, solo de las caracteristicas del sistema.
Problema 3

El segundo término del virial tiene la siguiente expresion:
1 [ee)
B(T) = Ef (1 — exp(—u(r)/kT))Anr?dr
0
En este caso, nos queda:
2m
B(T) = 7 [b* = exp(uo/kT) (b — a)]

Para evaluar el coeficiente de Joule-Thomson utilizamos:

(6T> 1 (TdB B)
dp _cp dT
Finalmente,

(g_;) = 2?7-[ [—b3 + (1 + Z—;) b3 - a3)exp(u0/kT)] /<

Problema 4

Es una excelente aproximacion considerar a las estrellas de neutrones como un sistema de fermiones
completamente degenerado. La energia de Fermi de una estrella de neutrones es aproximadamente
86MeV, que corresponde a una temperatura de 102K , cuando la temperatura de la estrella es del
orden de 10°K.

La presion de degeneracion es:

Pa="5y" "3V " 58m

_ —0(E) 2(E) 2h? <3)2/3 (1‘\/] 5/3

T
2
donde, (E) = Eep, & = h—(

8m

3N)2/3

v

de manera similar, la presion generada por la gravedad es:

Dy = i(E) —— GM? (4_7'[)1/3 y—4/3
9 av 5 3

Igualando ambas presiones, obtenemos:
1/3

3
NG
© 8GmY/3md/3



considerando la masa de la estrella M = 1,5M ©= 3.103%kg, obtenemos:
R = 10,75km
p = 2.103Pa
p=6.10"kg/m?3
Problema 5

Sea (ov,) = fooo ov,P(v,)dv,, utilizando una distribucién de velocidades del tipo Maxwell-Boltzmann,

obtenemos:

g 1121 13/2 (o E
o) =] il f Fo(E)exp |~ 7] a5
De manera similar,

R =nyn 1/2 3/2
B ] Tl

= I5° srex|-E-(58) " |as

Donde la razén de fusion, muestra un maximo en:

0=

E,(kT)?]"?
i

En el entorno de dicha energia, existe una ventana de energia en la cual ocurrira la fusién:

ol (@) - om ) oo

4
conA = WE5/6(ICT)5/6




