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6.06 CONSIDERACIONES ENERGETICAS

Energia Cinética.

Teniendo en cuenta lo desarrollado en el capitulo anterior, en general, la energia
cinética de un sistema de cuerpos puntuales, rigido o no, puede expresarse como la suma de
un término orbital directamente vinculado con el movimiento del centro de masa del sistema,
mas un término intrinseco que nos tiene en cuenta el movimiento de cada una de las
particulas respecto del sistema de referencia centroidal, esto es:

1 1

T= Emv 1 z —m;V;

Que obtuvimos a partir de definir la energia cinética de un sistema como la suma de las

energias cinéticas de cada una de las particulas respecto del sistema de referencia
involucrado, o sea:

1
T=3 Emiviz

Suponiendo ahora que el sistema en consideracion es un sistema rigido, la velocidad de cada
una de las particulas puede ser expresada en términos del vector que caracteriza el estado de
movimiento del centro de masa y el que caracteriza el estado de rotacion del cuerpo, como:

v, = V + WX rl/c

Teniendo en cuenta esta relacion en la definicion general de la energia cinética de un sistema
indicada anteriormente, resulta:

1 1 I . ~

= —mv, + Yy —m;(WX Fi/)” Ve OWx Y MyTi/.

2 2
Donde recordemos que la coordenada vectorial de cada una de las particulas esta
determinada respecto del centro de masa del sistema, con lo que es clara la nulidad de la
ultima sumatoria, y por lo tanto la anterior nos queda:

I Lo
= 5Invg + Z Emi(wx ri/c)D(Wx I‘i/c)

De donde resulta que, el término intrinseco de la energia cinética queda expresado como:
T = L (wx (wx T
) Emi(w I ) WX T,0)

Conclusion que era de esperar si en la primera expresion de este tema, tenemos en cuenta
que al considerar un sistema rigido, el estado de movimiento de cada una de las particulas

respecto del sistema centroidal vendra dado por:
=1

Vi = WX I'1/ c

Y que nos muestra al término intrinseco de la energia cinética, directamente vinculado con el
estado de rotacion del cuerpo, por lo que en adelante lo identificaremos como término de
“spin” o termino asociado a la rotaciéon del cuerpo, de donde, permutando ciclicamente
las magnitudes vectoriales involucradas y simplificando la notacion de la coordenada
vectorial de las particulas respecto del centro de masa, obtenemos:

, 1 Lo .
T=3) Emiwdrix (Wx 1)

De donde:

T = %WDZ m;[F; X (WX T)))

Teniendo en cuenta que la coordenada vectorial involucrada esta determinada respecto del
centro de masa del sistema y considerando la forma vectorial que obtuviéramos para la
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componente de "spin" del vector momento angular, es claro que el término de "spin" de la
energia cinética puede ser expresado como:

T:%Wic

Con lo que finalmente y en general, la energia cinética de un sistema rigido queda
expresada como:

T:= %mv§+%*DiC

Que en términos de su vector cantidad de movimiento resulta:

- Ly e Le,

2 2
Que nos muestra una fuerte analogia entre el término orbital y el término intrinseco.
Suponiendo ahora que existe un punto (Q) perteneciente al cuerpo o a una extension rigida
del mismo tal que, su velocidad es nula durante el intervalo de tiempo de interés, el vector
velocidad de cada una de las particulas involucradas puede expresarse como:

VT WX T

Donde ahora la coordenada vectorial esta determinada respecto del punto (Q) mencionado
anteriormente. Teniendo en cuenta esta relacion en la expresion general mediante la que
definimos la energia cinética de un sistema, resulta:

| Ny =
T=7) Emi(wx ;) (W 1)

Operando en forma analoga a como lo hiciéramos con el término intrinseco de la energia
cinética y teniendo en cuenta que en esta oportunidad la coordenada vectorial de las
particulas estan determinadas respecto del punto fijo identificado con (Q), es claro que la
energia cinética podra ser expresada en términos del vector momento angular respecto del
punto mencionado, como:

1 ~
T=—-wI[L
7 Q

Movimiento Plano.

Suponiendo ahora al cuerpo animado de un movimiento plano y teniendo en cuenta la
expresion obtenida en ese caso para el vector momento angular, el término de "spin" de la
energia cinética vendra dado por:

1
T = —I,w?
2
Con lo que la energia cinética expresada como la suma del término orbital y de spin, queda:
1 1
T:= —mvg ¥ —ICW2
2 2

Siendo interesante destacar que las anteriores no requieren que el plano del movimiento sea
un plano de simetria, solamente requieren que el movimiento sea plano.

Finalmente en el caso de un movimiento plano y teniendo en cuenta la expresion obtenida en
dicho caso para el vector momento angular respecto de un punto fijo, perteneciente al cuerpo
0 a una extension rigida del mismo, podemos obtener una expresion para la energia cinética
en términos del momento de inercia respecto de un eje paralelo al eje de rotacion, pasante
por el mencionado punto, que resulta:

1 2
= 1AW
2Q
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Trabajo Mecanico y Energia Cinética.

Teniendo presente las conclusiones obtenidas en el capitulo anterior, el trabajo mecéanico
realizado sobre un sistema por la totalidad de las fuerzas de interaccion, externas e internas,
venia dado por:

- -1

W= IFDdrC ty J’(Fi + ;) Odt
Donde recordemos que las integrales incluidas en la sumatoria del segundo término estan
calculadas sobre las trayectorias a lo largo de las que se desplazan las particulas respecto del
sistema de referencia centroidal, ya que en dicho término la coordenada vectorial de cada

particula esta determinada respecto del origen del mencionado sistema. Teniendo esto en
cuenta, el diferencial incluido en las integrales de referencia, puede ser expresado como:

di' = v, dt
Donde el vector velocidad de la particula en consideracion estd determinado respecto del
sistema de referencia centroidal, que por lo tanto, en el caso de un sistema rigido, puede ser

expresado en términos del vector que caracteriza la rotacion del sistema, con lo que de la
anterior resulta:

= _ — -
df = (wx 1) dt
Con lo que el trabajo mecanico puede expresarse como:
. D Mas - r =, =l
W= [FOdE, + 3 [ (F+ f)Iwx i) dt
Teniendo presente como fuera definido el vector que caracteriza la rotacion de un sistema
rigido, y operando en el segundo término de la anterior, éste puede expresarse como:

y j(E + ) 0(Wx £)dt= Y J(F + £)0(df x T
Que luego de efectuar permutaciones ciclicas nos queda:
Y [(F+ £)0wxE)de=§ [Fx (F + f;) [df
Donde podemos observar que ahora la totalidad de las integrales incluidas en la sumatoria

contienen un diferencial que es comun a todas las particulas que integran nuestro sistema, es
independiente del indice de la sumatoria, y por lo tanto podemos intercambiar los simbolos,

con lo que resulta:
) J(Fi FE)OWx T)dt= [} £x (F; + £;)|0d8

Que a su vez puede desdoblarse en la suma de las integrales que se indican a continuacion:
[y %xF|odf+ |y 7xF|de

Desarrollando el integrando de la segunda y teniendo en cuenta que el principio de accion y

reaccion requiere que las rectas de accion de las fuerzas internas sean coincidentes con el

vector posicion relativo entre las particulas involucradas, luego de reagrupar términos es
inmediato que dicho integrando se anula, ya que en virtud de lo mencionado:

y Bxfis
Por otro 1ad0, los términos de la sumatoria incluida en la primera integral no son otra cosa

que el momento que las fuerzas externas generan respecto del centro de masa (recordar que
la coordenada vectorial esta determinada respecto de dicho punto), y por lo tanto:

—] i - —
Z I X Fi - Mc
Con lo que, el segundo término de la expresion lograda para el trabajo mecéanico nos queda:
o - L R .
y [(F+ £)0x §)dt= [ M, 0dd
Y por lo tanto, en el caso de un sistema rigido, ¢l trabajo mecéanico que realizan la totalidad

de las fuerzas a que dicho sistema esta sometido, queda expresado como la suma de los dos
términos que se detallan a continuacion:
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W = [FOdE, + [ M, [df

Donde resulta importante destacar que las fuerzas internas a que pudiera estar sometido el
sistema no intervienen en la expresion recientemente obtenida y por lo tanto estamos en
condiciones de afirmar que en el caso de un sistema rigido, las fuerzas internas no
realizan trabajo mecanico, situacion esta claramente compatible con la condicion de
rigidez.
Finalmente, teniendo en cuenta la expresion anterior y las conclusiones obtenidas en el

capitulo anterior en cuanto a la relacion entre dichos términos y los cambios observados en
los términos orbital e intrinsecos de la energia cinética, resulta:

FOdT, = AT, M_O0d§=AT
J C O I C

Ejemplo 6.17

Consideremos el caso de un rodillo como el sugerido en la
figura, que rueda sin deslizar a lo largo de una superficie
horizontal, sometido a una fuerza constante aplicada en su centro
de masa mediante un eje coincidente con su eje de simetria. Nos
proponemos obtener expresiones para el trabajo mecanico
realizado por las fuerzas a que se encuentra sometido el cuerpo.
Con este proposito buscaremos inicialmente una expresion para la fuerza de rozamiento
estatica que resulta de la interaccion entre el rodillo y la superficie horizontal, mediante la
aplicacion de las ecuaciones de movimiento consideradas a lo largo de este capitulo, segun
las cuales resulta:

F-1f=ma,
-fR= 10
Donde:
a. = -Ra
De las que obtenemos:

mR?>

fhl+ = F

Con lo que:

fzicF
lo
Y por lo tanto la fuerza de rozamiento sera en todo momento inferior a la fuerza aplicada, lo
que claramente era de esperar si tenemos en cuenta que la aceleracion del centro de masa del
rodillo tendra el sentido de la fuerza aplicada sobre dicho punto.
Teniendo en cuenta las conclusiones obtenidas recientemente, resulta que el trabajo
mecanico realizado por las fuerzas de interaccion sobre el rodillo vendra expresado por:

= [Fdx - [fdx + IfRde

Suponiendo dada la condicion de no deslizamiento, para lo cual el rozamiento existente entre
el rodillo y la superficie horizontal debera ser capaz de proporcionar la fuerza determinada
anteriormente, entonces:

dx, = Rdf
Con lo que el trabajo mecanico nos queda expresado como:

= IFdXC
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Y por lo tanto estamos en condiciones de afirmar que la fuerza de rozamiento no realiza
trabajo mecanico sobre el rodillo. Sin embargo esta afirmacion no debe confundirnos en
cuanto a que esta fuerza es precisamente la responsable de los cambios observados en la
energia cinética de spin, puesto que es la Unica capaz de generar momento respecto del
centro de masa del rodillo y por lo tanto suponiendo al sistema inicialmente en reposo
resulta:

[ fRd = lIcw2
2
Por lo tanto:
de % CW2

De donde, luego de tener en cuenta la expresion obtenida para la fuerza de rozamiento,
resulta:

w” = —F
1,
Siendo (D) la distancia recorrida por el centro de masa del rodillo y por lo tanto, limite
superior en la determinacion de la integral involucrada en el calculo anterior.
El resultado recientemente obtenido es coincidente con el que podemos conseguir a partir de
considerar nuevamente la ecuacion de momento, de donde:

IR
IC

Que en términos de la fuerza aplicada sobre el eje del rodillo nos queda:

:EF

I
De donde la aceleracion del centro de masa resulta:
2
R
a,z —F
I
Q
Puesto que se trata de una aceleracion constante, la velocidad del centro de masa del rodillo
estara relacionada con su camino recorrido, mediante:

vz vl 2a.D

Teniendo en cuenta que hemos supuesto al cilindro inicialmente en reposo y considerando la
expresion obtenida para la aceleracion de su centro de masa, de la anterior resulta:

2
V2 - 2DR F
I
Con lo que:
w? = 2—DF
Io

Coincidente con la que obtuviéramos anteriormente a partir de considerar la relacion entre el
segundo término de la expresion dada para el trabajo mecanico y los cambios observados en
la energia cinética de spin.

Finalmente resulta interesante destacar que si bien el trabajo mecanico realizado por la
fuerza de rozamiento es nulo, esto se debe a que en la expresion del trabajo mecénico, dicha
interaccioén aporta con un término negativo y uno positivo de igual magnitud, que no se
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verificaria en caso de existir deslizamiento, estando éste ultimo directamente relacionado
con los cambios observados en la energia cinética de spin.

Ejemplo 6.18

Considerando nuevamente la situacion planteada en el ejemplo (6.14), y teniendo en cuenta
las conclusiones obtenidas en esa oportunidad y la relacién entre el primer término del
trabajo mecanico y los cambios observados en el término orbital de la energia cinética,
resulta que la distancia al cabo de la cual la esfera deja de deslizar sera tal que:

D 1
[ fdx, = Emvg

Donde:
A\ lRWO
2
Con lo que:
D= l—R2W°2
8 H4g

En este caso la variacion observada en la energia cinética de spin, como consecuencia de la
presencia de la fuerza de rozamiento dinamica seré tal que:

[ fRd = %Ic(wf - w?)

De donde, luego de haber recorrido el camino necesario para iniciar el rodamiento sin
deslizamiento, el angulo barrido por una recta perpendicular al eje de rotacion vendra dado
por:

23 Icwf
8l ymgR
Que para el caso de una esfera nos queda:

_ 3 Rw!
16 | 48

Con lo que:

R§ =D
>

Y por lo tanto:

RO > D
Como era de esperar si tenemos en cuenta el deslizamiento de la esfera sobre la superficie
horizontal.
Finalmente, la energia disipada durante el recorrido puede determinarse como diferencia de
la energia cinética entre el instante inicial y el instante a partir del que se inicia la rodadura
sin deslizamiento.
Como aplicaciones del tema en consideracion, se recomienda trabajar con las simulaciones a
las que puede acceder mediante los archivos Rototraslacion-3.htm, Discos.htm y
Rotacion-2.htm

6.07 CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA

Considerando un sistema rigido sometido a un conjunto de fuerza conservativas y no
conservativas, el trabajo mecanico realizado sobre dicho sistema estara relacionado con los
cambios observados en su energia cinética, por:
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W.ons T W

cons no cons =AT

Teniendo en cuenta que al trabajo mecéanico realizado por las fuerza conservativas lo
podemos expresar en término de la variacion observada en una funcion escalar de las
coordenadas del punto, a la que continuaremos identificando como funcion energia
potencial, de las anteriores resulta que el trabajo mecénico realizado por el conjunto de
fuerzas no conservativas estard relacionado con los cambios observados en la energia
cinética y potencial del sistema, mediante:

AT+A¢ IlOCOIlS

Definiendo la energia mecénica del sistema como la suma de las energias cinética y
potencial, es claro que la anterior puede expresarse en término de ésta magnitud, como:

AE =W

no cons
Donde, como siempre:
=T+ 0
Que, en el caso de un movimiento plano, podemos expresar como:

= Emvg t %ICW2 t 0

Finalmente y suponiendo nulo el trabajo mecanico realizado por las fuerzas no
conservativas, de las anteriores resulta que la energia mecénica recientemente obtenida
debera permanecer constante.

Ejemplo 6.19

Consideremos nuevamente un péndulo fisico como el ya estudiado
y que se muestra en la figura lateral. Suponiendo al sistema libre de
rozamiento, en cuyo caso Su energia mecanica permanecera
constante, y que en el instante inicial se lo deja en libertad desde el
reposo y desde aquella posicion en la que el eje que pasa por el
centro de suspencién y el centro de masa del cuerpo esta dirigido
horizontalmente, teniendo en cuenta las conclusiones anteriores,
resulta:

mgR(1- senf)+ %Isz = mgR

Donde la energia potencial gravitatoria esta determinada desde el vértice de la trayectoria a
lo largo de la que se desplazara el centro de masa del péndulo.

Operando algebraicamente, de la anterior obtenemos que la velocidad angular del péndulo en
funcion de la coordenada angular en consideracion, vendra dada por:

W2 - ngR
Ig

Coincidente con la que obtuviéramos mediante las ecuaciones de movimiento.

Con el propdsito de mostrar un método util para el tratamiento de problemas que involucran
sistemas conservativos, plantearemos nuevamente la conservacion de la energia en términos
de la coordenada angular determinada respecto de la vertical que se indica en la figura, en
cuyo caso:

mgR(1- cosp)+ %IQB'2 =

senf

Derivando temporalmente en ambos miembro y teniendo en cuenta que como lo dijéramos,
la energia mecanica del sistema permanece constante, de la anterior resulta:

B+ ngsenB =0
Q
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Coincidente con la ecuacion diferencial que obtuviéramos planteando las ecuaciones de
movimiento.

Ejemplo 6.20

Finalmente y como otra aplicacion del método indicado anteriormente consideraremos la
situacion planteada en el ejemplo (6.12), donde una varilla de masa y longitud conocidas
deslizaba libre de rozamiento con sus extremos apoyados a lo largo de una superficie vertical
y de una superficie horizontal, como se sugiere en la figura siguiente, en cuyo caso teniendo
en cuenta que la energia mecanica del sistema permanece constante y expresando la energia
cinética en término del momento de inercia respecto de un eje paralelo al eje de rotacion
pasante por el centro de velocidad nula y luego de eliminar el factor ('2) resulta:

mgH cosf + IQG 2 = mgHcosh,
De donde:
§2 - mgH
Io
Teniendo en cuenta el teorema de Steiner y que la distancia entre el centro de velocidad nula

y el centro de masa de la varilla es coincidente en todo momento con la mitad de su longitud,
de la anterior resulta:

§2 - mgH
2
I, + mH
Coincidente con la obtenida en el tratamiento del original.
Como aplicaciones del tema considerado, se recomienda trabajar con las simulaciones que se

ofrecen en las paginas a las que puede acceder mediante los archivos Atwood.htm,
Yoyo.htm, Muelles.htm y Caja-2.htm

(cosB - cosb)

(cosB - cosb)
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