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6.01 SISTEMA RiGIDO

A lo largo de este capitulo trataremos de obtener expresiones que nos permitan
describir el movimiento de los diferentes puntos de un sistema rigido, entendiendo como tal
a un sistema formado por un conjunto discreto o continuo de cuerpos puntuales tales que la
distancia entre los mismos permanece constante en el tiempo. Siendo destacable que
hemos requerido la invariancia temporal de la distancia entre dos puntos cualquiera, no, la
invariancia temporal del vector posicion de uno de ellos respecto del restante.
Con el propodsito mencionado, recordemos que al considerar sistemas de referencia con
movimiento relativo obtuvimos que los vectores velocidad y aceleracion de una particula
determinados respecto de los sistemas involucrados estaban relacionados mediante:

VXyz = Vxyz P Vxyzt WX T

Axyz = Ayyzt Axyzt WX WX T4 2WX ¥y + WX T

Campo de Velocidades y Aceleraciones.

Consideremos a continuacién un sistema rigido o "cuerpo rigido" como lo designaremos
frecuentemente y un sistema de referencia (XYZ), que en adelante identificaremos como
fundamental, respecto del que pretendemos describir el movimiento de los diferentes puntos
del cuerpo. Con este propdsito pensemos en un nuevo sistema de referencia (xyz), que en
adelante reconoceremos como sistema auxiliar, con origen en un punto (A) cualquiera,
perteneciente al cuerpo o a una extension rigida e imaginaria del mismo, como se sugiere en
la figura siguiente, cuyo estado de movimiento suponemos conocido.

Teniendo en cuenta la expresion que nos relaciona los vectores velocidad de una particula
respecto de sistemas de referencia con movimiento relativo y designando con (Q) al vector
que nos caracteriza el estado de rotacion del sistema auxiliar respecto del fundamental,
entonces al vector velocidad de un punto (B) cualquiera del cuerpo, podemos relacionarlo
con el vector velocidad del punto (A) mencionado en el parrafo anterior, mediante:

VB/XYZ = VB/xyz T Vasxyzt Q ¥ Tg/a
Suponiendo al sistema auxiliar solidario al cuerpo, esto es, rigidamente vinculado al
mismo, es claro entonces que el vector que caracteriza la rotacion del sistema coincidira con
el que caracteriza la rotacion del cuerpo y el vector velocidad del punto (B) respecto de
dicho sistema sera nulo, con lo que de la anterior resulta que los vectores velocidad de dos
puntos cualquiera del cuerpo, respecto del sistema fundamental (XYZ), estaran relacionados
mediante:

Vg = Vot WX T, 4 6.1
Donde (w) caracteriza el estado de rotacion del cuerpo respecto del sistema de referencia
fundamental y donde para simplificar la notacion, hemos obviado el subindice (XYZ) puesto
que en la anterior todas las velocidades estan determinadas respecto del dicho sistema y por
lo tanto no cabe posibilidad de confusion.

Teniendo en cuenta la expresion recientemente obtenida es claro que, conociendo el estado
de movimiento de un punto (A) cualquiera del cuerpo (o de una extension rigida del mismo)
y el vector que caracteriza su rotacion, mediante (6.1) estamos en condiciones de obtener
expresiones para el vector velocidad de cualquier otro punto del sistema. En estos términos
diremos que (6.1) nos define el campo de velocidades de los diferentes puntos del cuerpo.
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Resulta oportuno destacar que independientemente del nimero de particulas (finito o
infinito) que integren nuestro sistema rigido, la descripcion del estado de movimiento de
un punto cualquiera del mismo requerira en general el conocimiento de dos magnitudes
vectoriales, una para caracterizar el estado de movimiento de un punto (A) cualquiera del
cuerpo, y la restante para caracterizar el estado de rotacion del cuerpo, por lo que en general
serd necesario conocer tres funciones escalares del tiempo vinculadas con las componentes
de la primer magnitud mas tres funciones escalares del tiempo destinadas a caracterizar las
componentes de la segunda magnitud, con lo que, independiente del nimero de particulas
que integren al sistema rigido, siempre podremos pensarlo como un sistema con seis grados
de libertad, en cuanto a que, de acuerdo con lo mencionado recientemente, este sera el
maximo numero de funciones linealmente independientes necesarias para describir el
comportamiento de cualquier punto del cuerpo.

Analogamente, el vector aceleracion de un punto (B) cualquiera, puede relacionarse con el
vector aceleracion de otro punto (A) cualquiera, perteneciente al cuerpo o a una extension
rigida del mismo, mediante:

ag/xyz = Ap/xyz t @a/xyz T Q¥ QX Ty + 20 X Vg, + Q X T,
De donde, luego de tener en cuenta que al sistema de referencia auxiliar lo suponemos
solidario al cuerpo, con lo que, la velocidad angular de dicho sistema coincidira con la del
cuerpo y la aceleracion y velocidad del punto (B) respecto del mencionado sistema sera nula,
de la anterior resulta:

Donde nuevamente y con el proposito de simplificar la notacion, hemos obviado el subindice

(XYZ) en cuanto que las aceleraciones y velocidades involucradas estan determinadas
respecto del mencionado sistema de referencia con lo que, no existe posibilidad de confusion

Componentes Asociadas con la Traslacion y Rotaciéon del Cuerpo.
En esta oportunidad pretendemos interpretar cada uno de los términos involucrados en las
expresiones anteriores:

—

Un primer aspecto que resulta conveniente destacar es que todos w,

los puntos del eje de rotacion de un cuerpo tienen en cada instante
el mismo estado de movimiento, conclusion que es inmediata a B
partir de (6.1) ya que para dichos punto el segundo término es Tgia
nulo puesto que incluye el producto dos vectores paralelos como

se sugiere en la figura lateral.

Otro aspecto digno de mencion es que de acuerdo con (6.1), al
vector velocidad de un punto cualquiera del cuerpo siempre
podremos pensarlo como la suma de dos componentes, una de
ellas comin a todos los puntos y que por ese motivo la
identificaremos como componente de traslacion, mas una
componente que depende del punto considerado, claramente
vinculada con la rotacién del cuerpo como las indicadas en la
figura lateral, donde hemos supuesto al cuerpo animado de una
rotacidn horaria a lo largo de un eje perpendicular al plano de la
hoja, pasante por (A) y donde con (V) caracterizamos el estado
de movimiento de dicho punto, claramente coincidente con el de
los restantes puntos del eje de acuerdo con lo mencionado en el
parrafo anterior.

Teniendo en cuenta nuevamente (6.1) resulta sencillo verificar que todos los puntos
pertenecientes a una recta paralela al eje de rotacion tienen en cada instante el mismo estado
de movimiento, como resulta del analisis formal que continua, con el apoyo de la figura
siguiente.
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VB = VAT WX Ig/p
VB = VAt WX T, at WXTIg,c

Por lo tanto

Vg = V¢

Considerando nuevamente un eje paralelo al eje de rotacion,
y dos puntos (C) y (B) perteneciente y no perteneciente a
dicho eje, como se muestra en la figura lateral, teniendo en
cuenta (6.1), al vector velocidad del punto (B) podemos
relacionarlo con el vector velocidad del punto (A), mediante:
VB = Vat WXTg/p
Que podemos expresar como:
VB = VaAt WXTIg/pt WX Igc

De donde resulta:
Vg = Vot WX I,

Comparando la tltima forma de expresar la velocidad del punto (B) con la forma inicial es
claro que ésta ultima es justamente la que corresponderia si el cuerpo estuviera rotando, con
la misma velocidad angular, alrededor de un eje paralelo al eje de considerado inicialmente,
pasante por el punto (C), de donde podemos concluir que, cualquier eje paralelo al eje de
rotacion puede ser considerado como eje de rotacion para describir el movimiento de
los diferentes puntos del cuerpo, con la condicion de tener en cuenta la componente de
traslacion que corresponda al eje seleccionado. Por lo tanto es claro que existiran infinitas
maneras de describir el estado de movimiento de los diferentes puntos de un cuerpo.

Ejemplo (6.1)

Considerando un cilindro cuyo centro de masa se desplaza con una velocidad constante y
suponiendo que no existe deslizamiento sobre la superficie horizontal mostrada en la figura,
¢ésta ultima condicion nos garantiza que los puntos de la rueda en contacto con la superficie
horizontal tendrdn velocidad nula y puesto que el eje de rotacion de la rueda sera
perpendicular al plano de la hoja, entonces los puntos en contacto con la superficie
horizontal pueden ser considerados como parte del eje de rotacion, con la interesante ventaja
de que la velocidad de dichos puntos es nula, con lo que la velocidad de cualquier otro punto
del cuerpo puede expresarse como:

Ve = WX Tg/a

VB = WX I/
En cambio pensando al cilindro animado de una rotacion
alrededor de un eje coincidente con su eje de simetria, la
velocidad del punto periférico vendra expresada por:

VB = Vet WXTg,c
La diferencia entre las dos formas seleccionadas para describir el movimiento de los puntos
de la rueda radica en que en el Gltimo caso estamos pensando al movimiento de la rueda
como una rotacion alrededor de un eje coincidente con su eje de simetria superpuesta con
una traslacion caracterizada por el vector velocidad de los puntos de dicho eje. En cambio en
el primer caso estamos pensando al cuerpo animado de una rotacion "pura" caracterizada por
el mismo vector velocidad angular, alrededor del eje definido por los puntos de contacto con
la superficie horizontal.
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Considerando ahora la expresion (6.2), segun la cual los vectores aceleracion de dos puntos
de un sistema rigido estan relacionados mediante:

dg = Ayt WX WX Tg 5+ WX Tg)a
El primer término en el miembro de la derecha debera ser interpretado como una
componente asociada con la traslacion del eje de rotacion y en cambio a los dos restantes
deberemos pensarlos vinculados con la rotacion del cuerpo alrededor de dicho eje, como se

sugiere en la figura siguiente, donde como en las oportunidades anteriores hemos supuesto al
eje de rotacion perpendicular a la hoja.

Movimiento Plano.

A lo largo de este capitulo nos limitaremos al tratamiento de situaciones en las que los
cuerpo involucrados estan animados de un movimiento plano, entendiendo que esta situacion
se da cuando la direccion del eje de rotacion permanece constante y por lo tanto el
vector aceleracion angular, si existe, debera ser tal que:

W W
Y el vector velocidad de los puntos pertenecientes al eje de rotacion, si existe, debera
estar contenido en un plano perpendicular a dicho eje.
Teniendo en cuenta que en (6.1), el término asociado con la rotacion del cuerpo, es
perpendicular al vector velocidad angular, y suponiendo dadas las condiciones anteriores es
claro entonces que si el cuerpo esta animado de un movimiento plano la totalidad de los
vectores que caracterizan la velocidad de los diferentes puntos del cuerpo estaran contenidos
en planos paralelos entre si y perpendiculares al vector velocidad angular como se sugiere en
la figura siguiente.
Bajo estas condiciones, definiremos como plano del w
movimiento al plano perpendicular al eje de rotacion
que contiene el centro de masa del cuerpo, siendo éste @; )
plano el que emplearemos en nuestras representaciones
gréficas.

WxT,

Ejemplo (6.2)

Considerando nuevamente un cilindro que rueda sin deslizar a lo largo de una superficie
horizontal de manera que para el instante de interés su centro de masa se desplaza hacia la
derecha con una aceleracion constante como se indica en la figura siguiente y teniendo en
cuenta que los puntos en contacto con la superficie horizontal tienen velocidad nula, la
velocidad del centro de masa puede expresarse como:

Ve = WX I/ i
e

Evaluando la anterior segun las direcciones de los vectores
unitarios representados en la figura, obtenemos la ecuacion
escalar que se indica a continuacion, segun la direccion del
vector unitario i:

g

ve = WR A
De donde:
\%
wz <
R
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Derivando la anterior y teniendo en cuenta que se trata de un movimiento plano, resulta:

. \Y%
W= Ve
R
Por lo tanto:
- ac
w=--Ck
R

Finalmente el vector aceleracion de los puntos en contacto con la superficie horizontal puede
obtenerse teniendo en cuenta que de acuerdo con (6.2) la aceleracion de dichos puntos estara
relacionada con la del centro de masa mediante:

dp T aAct WX WX Ty, ct WXTyc
Evaluando la anterior en componentes segun las direcciones indicadas inicialmente en la
figura y teniendo en cuenta la conclusion obtenida anteriormente para el vector aceleracion

angular, resulta que la aceleracion del punto de contacto estara relacionada con la velocidad
angular del cilindro mediante:

ay = w’R j
Ejemplo (6.3)
Consideremos el caso de una varilla rigida que apoyada sobre
una pared vertical y una superficie horizontal, se desliza de
manera que en el instante de interés, representado en la figura

lateral, conocemos la velocidad con que se desplaza el punto
en contacto con la superficie horizontal.

Con el proposito de obtener una expresion para la velocidad angular de la varilla, cuya
direccion debe ser perpendicular al plano de la hoja, tengamos en cuenta que el vector
velocidad de los puntos extremos (A y B) estan relacionados mediante:

VR = Vat WXIg/a
Evaluando la anterior segun las direcciones caracterizadas por los vectores unitarios
indicados en la figura y teniendo en cuenta que como consecuencia de los vinculos a que esta

sometida la varilla, la direccion y sentido del vector velocidad del punto (B) debera ser
necesariamente el indicado, resulta:

VA Va
- — VB - —
Hcos® tgf
Suponiendo que la velocidad del punto en contacto con la superficie horizontal se mantiene

constante, con lo que su vector aceleracion serd nulo, la aceleracion del punto en contacto
con la pared vertical puede expresarse como:

dg = WX WX Tg/p + WX T
Evaluando la anterior segun las direcciones ortogonales indicadas en la figura, de la ecuacion
asociada con la componente horizontal resulta:

. 2
w= w”tgh
Y de la ecuacion asociada con la componente vertical obtenemos:
- HW2 1
aB = -
cosf

Teniendo en cuenta la expresion obtenida para la velocidad angular en funcién de la
velocidad del punto de contacto con la superficie horizontal, de la anterior obtenemos que:
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Se recomienda verificar que la expresion recientemente obtenida para la aceleracion angular
es coincidente con la que podemos obtener derivando la expresion alcanzada inicialmente
para la velocidad angular.

Finalmente y con el propdsito de ejemplificar algunos aspectos discutidos en el tema
anterior, notemos que al estado de movimiento de la varilla en cada instante lo podemos
describir de diferentes maneras, una de las cuales seria como el de una rotacion alrededor de
un eje perpendicular a la hoja y pasante por el punto (A) mas una traslacion caracterizada por
el vector velocidad de dicho punto, o bien como una rotacion alrededor de un eje pasante por
el punto (B) superpuesta con una traslacion caracterizada por el vector velocidad de dicho
punto.

Centro de Rotacion Instantinea.

Considerando un cuerpo animado de un movimiento plano, como los analizados en los
ejemplos anteriores, el vector velocidad de dos puntos cualquiera (A y Q), pertenecientes al
cuerpo o a extensiones rigidas del mismo, estaran relacionados mediante:

De donde resulta que en general y para cada instante, siempre podremos encontrar un punto
perteneciente al cuerpo o a una extension rigida del mismo, tal que en dicho instante su

velocidad sea nula, o sea un punto (Q) tal que su vector posicion respecto de otro punto (A)
arbitrario satisfaga la ecuacion vectorial:

VAt WX Ty A =0
Efectivamente, lo mencionado siempre sera posible ya que evaluando la ecuacion anterior

segin direcciones ortogonales coincidentes con el plano del movimiento, resultan las
siguientes ecuaciones escalares:

1- v, +twy=0

]~ vy~ wx =0
Siendo (x e y) las componentes del vector posicion del punto (Q) respecto del punto (A),
segun las direcciones ortogonales mencionadas anteriormente y donde para facilitar la
notacién hemos obviado los subindices (Q/A) que debieran haberse incluido en las
coordenadas del sistema indicado anteriormente. Luego de resolver el sistema de ecuaciones,
resulta que cada una de las componentes del vector posicion mencionado en el parrafo
anterior vendran dadas por:

- Vy - - V_X
X= — y
W w

Sistema que siempre tendra soluciéon a menos que el cuerpo este en reposo en cuyo caso
carece de sentido preocuparnos por el tema o bien que el cuerpo este animado de una
traslacion, en cuyo caso el punto que satisface la condicidon indicadas estaria infinitamente
lejos.
Teniendo en cuenta lo mencionado es claro que si el cuerpo esta animado de un movimiento
plano, en cada instante, siempre sera posible encontrar un punto (Q) perteneciente a dicho
cuerpo o a una extension rigida del mismo tal que en ese instante tenga velocidad nula, en
cuyo caso al vector velocidad de cualquier otro punto del cuerpo puede se lo puede expresar,
en términos de su coordenada vectorial respecto de dicho punto, que identificaremos como
centro de velocidad nula, como:

Vg = WX Iy /Q
La anterior nos permite interpretar el movimiento del cuerpo como una rotacién "pura"
alrededor de un eje que pasa por dicho punto, motivo por el que a menudo también se lo
suele identificar como centro de rotacion instantanea. O sea que en ese instante todo

sucede como si el cuerpo estuviera animado de solamente una rotacion alrededor de un eje
que pasa por el centro de velocidad nula, y por lo tanto, de acuerdo con la anterior, el vector
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velocidad de cualquier otro punto del cuerpo sera necesariamente perpendicular a el
vector posicion del punto considerado, respecto del centro de rotaciéon instantianea, con
lo que si conocemos la direccion del vector velocidad de dos puntos del cuerpo, el centro de
rotacion instantanea se encontrard en la interseccion de las rectas normales a los vectores
velocidad indicados, como puede observarse en el ejemplo que se considera a continuacion.

Ejemplo (6.4)

En el caso de la varilla considerada en el ejemplo (6.3), y
teniendo en cuenta que la direccion de los vectores velocidad
de sus extremos estan determinadas como consecuencia de los
vinculos a que esta sometida, la posicion del centro de rotacién
instantanea puede obtenerse como la interseccion de las lineas
perpendiculares a los mencionados vectores velocidad de los
puntos extremos, tal como se indica en la figura lateral.
Nuevamente, observando el diagrama vectorial que acompaiia a la figura se ve claramente
que para el instante en consideracion todo estd sucediendo como si la varilla estuviera
animada de una rotacion "pura" alrededor de un eje perpendicular al plano del movimiento
que pasa por el punto Q donde se interceptan las rectas perpendiculares a los vectores
velocidad de los extremos de la varilla, mostrados en la figura.

Ejemplo (6.5)

Considerando nuevamente el caso del cilindro tratado en el ejemplo
(6.2), que se desplaza sin deslizamiento sobre una superficie
horizontal, es claro que en esta situacion la condicion de no
deslizamiento determina fisicamente, al punto de contacto con la
superficie horizontal como centro de rotacion instantanea o de
velocidad nula.

Como puede apreciarse en el diagrama vectorial mostrado en la
figura lateral, para el instante en consideracion todo esta sucediendo
como si en dicho instante, el cilindro estuviera animada de una
rotacion "pura” alrededor de un eje perpendicular a la hoja, que pasa
por el punto de contacto con la superficie horizontal.

6.02 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

A lo largo de los temas siguientes trataremos de buscar ecuaciones que nos relacionen
el estado de movimiento de un cuerpo o mas precisamente los cambios que observamos en
su estado de movimiento con las fuerzas que resultan de los mecanismos de interaccion a que
se encuentra sometido.
Con este propodsito consideraremos al cuerpo como si fuera un sistema discreto de cuerpos
puntuales que satisfacen la condicion de rigidez. Una vez alcanzadas las expresiones finales,
validas para un sistema discreto veremos de llevarlas a formas validas para un sistema rigido
continuo mediante sustituciones de los simbolos de sumatorias por los de integracion sobre
el volumen del cuerpo en consideracion y las cantidades que identifican las masas de cada
una de las particulas por diferenciales de masa en funcion de la densidad y el
correspondiente diferencial de volumen, como se indica a continuacion:

m; - dm= p(r)dt
) mj - Lp(f)dr

Asi, a partir de la expresion dada para la coordenada vectorial del centro de masa de un

sistema discreto de cuerpos puntuales, que indicamos en primer término, resulta la expresion
que indicamos en segundo término, para el caso de un sistema rigido continuo:

L p (T)dt
I, =
[P (T)dt
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Vector Momento Angular.

Teniendo presente lo mencionado y tal como lo adelantaramos en el parrafo inicial,
comenzaremos buscando una forma conveniente para expresar al vector momento angular de
un sistema rigido de cuerpos puntuales, a partir de las conclusiones obtenidas en el capitulo
anterior, segun las cuales esta magnitud, calculada respecto del origen de un sistema de
referencia (xyz) o respecto de un punto (A) cualquiera no coincidente con dicho origen,
venia dada en cada uno de los casos como se indica a continuacion:

L= xmv_ + L,
LA = TaXmyt Lc
Donde a la componente respecto del centro de masa o intrinseca podemos expresarla como:
r  _ — —1
L= ) Gxmy
O bien, como:
—_ . _
L= ) §xmgy;
Por tratarse de un sistema rigido y teniendo en cuenta (6.1), el vector velocidad de cada una
de las particulas considerado en la componente intrinseca puede expresarse en término del
vector velocidad del centro de masa y del vector velocidad angular del cuerpo, como:
- _ = — —
Vi= Vot WXT
Donde la coordenada vectorial de cada una de las particulas estd determinada respecto del
centro de masa del sistema, con lo que la componente intrinseca del vector momento angular
resulta:

r - -1 — — -1

Lo=) txm(Ve + WX T)
Teniendo en cuenta que:

mrt =0
11

De la anterior resulta:

r - - — -

Lo=) mygx (WX §)
Que luego de desarrollar el producto vectorial triple y obviando el indice superior de la
coordenada vectorial para simplificar la notacion, nos queda expresada como:

— _ - 2 _ - - .

L.=) mi\W - T(WiL)
Donde recordemos que la coordenada vectorial de cada particula estd determinada respecto
del centro de masa del sistema.

Sistema Rigido Animado de un Movimiento Plano.
Suponiendo al cuerpo animado de un movimiento plano y
evaluando las componentes de la expresion anterior seglin las x
direcciones (xyz) de un sistema de ejes ortogonales solidario ¥y

al cuerpo con origen en su centro de masa, orientado de
manera que el plano del movimiento coincida con el plano
(xy), como se sugiere en la figura lateral, el vector velocidad
angular del cuerpo queda expresado como:

w=wk
Entonces, las componentes del vector momento angular en consideracion, segun las
direcciones solidarias indicadas, nos quedan expresadas como:

T - 2 2 2 o by B T
L.=) mi\(xi tyi tzp)wk- (x50 1 y;)t zik)wz;
Que luego de ordenar segun las direcciones de los vectores unitarios nos queda:

L= [' ) miXiZi]WTJr [' ) miYiZi]Wj'l' b m; (x] + Y%)‘Wf(
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Siendo importante destacar que, los corchetes incluidos en cada una de las componentes
dependen tunicamente de las coordenadas de cada una de las particulas respecto de las
direcciones del sistema solidario, con origen en el centro de masa, o sea dependen de como
esta distribuida la materia respecto de las direcciones del mencionado sistema, resultando
entonces que los mismos son invariantes temporales y por lo tanto independientes del estado
del movimiento del cuerpo en consideracion.

Suponiendo ahora que el plano del movimiento es un plano de simetria o sea que la
materia estd igualmente distribuida en ambos lados de dicho plano, como se sugiere en la
figura siguiente, y teniendo en cuenta que en la expresion anterior hemos supuesto
orientados los ejes del sistema solidario de manera que el plano (xy) coincide con el del
movimiento, entonces las sumatorias que dependen linealmente de las coordenadas se
anularan como consecuencia de su dependencia de la coordenada (z), con lo que la
componente intrinseca del vector momento angular queda expresada como:

~ 2 ) -
L= b m;(X{ * Yj )JW k
Resultando asi un vector paralelo al vector que caracteriza la rotacion del cuerpo, esto es,

paralelo al vector velocidad angular y directamente relacionado con éste a través del término
escalar:

Ic - 2 mi(Xiz'l' Y12)

Que en adelante identificaremos como Momento de Inercia del RELT
cuerpo respecto de un eje paralelo al eje de rotacion y que pasa por el w ‘m;
centro de masa del cuerpo, que en este caso y teniendo en cuenta como Zi v,
hemos orientado los ejes del sistema solidario, coincide con el eje (z) *i 4
de dicho sistema, resultando importante observar que dicha magnitud : Moz,
tiene en cuenta como estd distribuida la materia respecto de un eje v rr]l :
paralelo al eje de rotacion pasante por el centro de masa del sistema. !

Lo indicado anteriormente, teniendo en cuanto a que el factor que multiplica a cada una de
las masas involucradas no es otra cosa que el cuadrado de su distancia a dicho eje, como se
muestra en la figura anterior, donde al plano del movimiento lo hemos dibujado
perpendicular al plano de la hoja. Con lo que el momento de inercia puede expresarse como:

- 2
I =) mDj
Donde:
2 _ .2 2
D =xityj
Teniendo en cuenta lo desarrollado, la componente intrinseca del vector momento angular

correspondiente a un sistema rigido animado de un movimiento plano y tal que el plano del
movimiento es un plano de simetria, queda expresada como:

L,=1Iw
Donde el momento de inercia, en el caso de un sistema discreto viene dado por la expresion
obtenida recientemente, que para el caso de un sistema continuo y teniendo en cuenta lo
mencionado al iniciar el tema, nos queda expresado como:

L= [ (xf + yip (xyz)dr

Con lo que, el momento angular respecto del origen del sistema de referencia o respecto de
un punto cualquiera no coincidente con este, quedaran expresados respectivamente, como:

L= xmv, +tI W
Lp=r aXxmv, +1Iw
Donde de ahora en mas a la componente intrinseca, la reconoceremos como componente

asociada con la rotacion del cuerpo o mas cominmente como componente de "'spin', por
estar esta directamente vinculada con el vector velocidad angular del cuerpo.
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Trataremos ahora de obtener una expresion para el vector momento angular calculado
respecto de un punto perteneciente al cuerpo o a una extension rigida del mismo que
durante el intervalo de tiempo de interés permanece fijo al sistema de referencia (XYZ)
respecto del que pretendemos describir el movimiento, como se sugiere en la figura
siguiente, en cuyo caso y teniendo en cuenta su definicion, vendra expresado por:

Lo =) Txmy;

Donde, como se indica en la figura lateral la coordenada vectorial
estd determinada respecto del punto fijo y puesto que el punto
respecto del cual se toma el momento pertenece al cuerpo o a una y
extension rigida del mismo y estd fijo al sistema de referencia
fundamental, el vector velocidad de cada una de las particulas
puede expresarse en términos de su coordenada vectorial respecto
de dicho punto, como: Z

[=
=

Vi T WX
Con lo que el momento angular del cuerpo determinado respecto
del punto fijo nos queda: I,

Lo =) myfx(Wx§) TN x
Que luego de desarrollar el producto vectorial triple puede Q
expresarse como:

LQ - z m;

Que como podemos ver es formalmente igual a la expresion (6.3) obtenida para la
componente intrinseca del vector momento angular, con la unica salvedad de que en aquella
oportunidad la coordenada vectorial a considerar estaba determinada respecto del centro de
masa del sistema, en cambio en este caso dicha coordenada esta determinada respecto del
punto fijo perteneciente al cuerpo o a una extension rigida del mismo, como se sugiere en la
figura anterior.
Teniendo en cuenta lo mencionado es claro que operando en forma aniloga a como lo
hiciéramos anteriormente, y evaluando las componentes del vector segun las direcciones de
un sistema solidario al cuerpo con origen en el punto fijo, como se sugiere en la figura
anterior y considerando un sistema rigido animado de un movimiento plano tal que el plano
del movimiento sea un plano de simetria, obtendremos para el vector momento angular
respecto del punto fijo, una expresion como la que se indica a continuacion:

Lo = Igw

—3

z v X

Wl - E (W)

Donde ahora el momento de inercia a considerar, esta calculado respecto de un eje paralelo
al eje de rotacion que pasa por el punto fijo y que por lo tanto, tiene en cuenta la distribucion
de materia respecto de dicho eje.

Ecuaciéon de Momentos.

Nos proponemos obtener ecuaciones que nos relacionen los cambios en el estado de
movimiento de un sistema rigido, con las fuerzas de interaccion a las que esta sometido.

Una de las ecuaciones de referencia es sin lugar a dudas aquella que nos relaciona el vector
aceleracion del centro de masa de un sistema con la resultante de las fuerzas de interaccion a
que se encuentra sometido como si estuviera aplicada en dicho punto y como si la totalidad
de la masa estuviera concentrada en él.

F= ma,
Ecuacion vectorial que una vez evaluada en componentes nos proporcionara en general, tres
ecuaciones escalares, indudablemente insuficientes para describir el comportamiento de un
sistema rigido si tenemos en cuenta que en general dicho sistema serd un sistema con seis
grados de libertad, pero que sin lugar a dudas sera de utilidad en el tratamiento de nuestros
problemas y que en términos del vector cantidad de movimiento podemos expresar:
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- dp .
F= _t P=mv
XYZ

Teniendo en cuenta que frecuentemente las magnitudes involucradas en el tratamiento de
nuestros problemas y en particular el vector cantidad de movimiento, estaran evaluadas en
componentes segun las direcciones (xyz) de un sistema solidario al cuerpo con origen en el
centro de masa, la anterior puede en ese caso emplearse en la forma:

-~ dpP .

F=— +wxP

dt

Con el propodsito de obtener una segunda ecuaciéon de movimiento que nos relacione los
cambios en el estado de movimiento de un cuerpo con las fuerzas de interaccion tengamos en
cuenta que atendiendo las conclusiones obtenidas en el capitulo anterior, el vector momento
angular de un sistema calculado respecto de un punto arbitrario (A) estaba relacionado con el
momento que, respecto de dicho punto, generaban las fuerzas externas, mediante:

C

Xyz

XYZ
Donde recordemos que el sistema de referencia (XYZ) desde el que se determinan las
variaciones temporales debera ser un sistema inercial y de donde resulta que si los momentos
se calculan respecto del centro de masa (en cuyo caso el segundo término de la derecha
incluye el producto de vectores paralelos) o respecto de un punto fijo al mencionado sistema
inercial (en cuyo caso se anula la velocidad del punto A, incluida en el segundo término) nos
quedan las formas mas sencilla, que se indican a continuacion:
g - 4L e

C
dt |y dt Y7

Teniendo en cuenta que en general el vector momento angular estara evaluado segun las
direcciones de un sistema (xyz) solidario al cuerpo con origen en el centro de masa o en un
punto fijo, las anteriores pueden expresarse como:
M,= —% + wx
c c
dt

Xyz

dL,
dt

Xyz

i

M, = +Wx L

Considerando ahora el caso de un sistema rigido animado de un movimiento plano, tal que
el plano del movimiento es paralelo a un plano de simetria, y teniendo en cuenta en las
anteriores las expresiones obtenidas para el vector momento angular calculado respecto de
cada uno de los puntos en consideracion, resulta:
Moz LY vwwm Mgz oD 4w Igw
dt |4y, dt |y,
Puesto que los momentos de inercia son invariantes temporales y que en ambos casos los
segundos términos son nulos por tratarse del producto de vectores paralelos, de las anteriores
obtenemos:

M, = I,W Mg = oW
Que en adelante indicaremos como:
M, = L.d M = I

Expresiones que nos relacionan los cambios temporales observados, desde el sistema
inercial, en el estado de rotacion de un cuerpo, caracterizados por su vector aceleracion
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angular (0), con los momentos que las fuerzas externas generan respecto del punto (C o Q)
en consideracion.
Con respecto a lo mencionado anteriormente resulta interesante destacar que las variaciones
temporales observadas en el estado de rotaciéon de un cuerpo, desde el sistema inercial o
desde el sistema solidario, son en realidad coincidentes, puesto que:
dw dw L dw dw
= + WX W =

dt XYZ dt Xyz dt XYZ dt Xyz
Finalmente teniendo en cuenta las conclusiones obtenidas y las alcanzadas en el capitulo
anterior, resulta que el momento generado por las fuerzas externas respecto de un punto

cualquiera estara relacionado con los cambios temporales observados en el estado de
rotacion de un cuerpo mediante:

MA = T/a X magt Ic(x
Que indudablemente podemos expresar como:

MA - _bc/AX F+ IC(T
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