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Método de ajuste de cuadrados minimos

La fisica estudia la interdependencia entre dos o mas magnitudes. Para establecer las leyes fisicas que
permitan predecir la evolucion de un sistema, es necesario conocer en forma experimental el tipo de relacion
que hay entre las cantidades de las magnitudes involucradas y representarla mateméaticamente.

En la practica, las cantidades estan afectadas por errores de medicién o fluctuaciones intrinsecas, por lo
que es necesario aplicar un algoritmo que permita determinar la relacidn mds probable entre las magnitudes
fisicas vinculadas en forma casual por un mecanismo fisico. El caso mas sencillo es suponer que la relacion
entre las magnitudes es lineal, y es el que se estudiaré en este curso.

Con el propésito de conocer, evidenciar y/o verificar la ley fisica que vincula las variables de una serie
de N valores (X;,Y;) obtenida experimentalmente, se asume que estas son en principio independientes, de
modo que sus incertezas también lo son. Para definir cuél es la variable dependiente y cuél la independiente,
se observan los errores cometidos en la medicién de cada una. La de menor error absoluto sera considerada la
variable independiente. Los N pares de datos, (X;,Y;), son representados en un grafico que sugiere la forma
de una curva, como se muestra en la figura mas adelante.

Si la relacion entre estas magnitudes es lineal, los puntos experimentales representados en la gréafica Y (X)
parecen estar sobre una recta, la cual puede escribirse como:

Y=A+BX (1)

donde A y B son dos parametros a determinar, que representan la ordenada al origen y la pendiente de
la recta respectivamente. El método de ajuste por cuadrados minimos consiste en obtener el par de
valores A y B que definen a la recta que mejor ajusta a los datos experimentales, que es aquella para la
cual la distancia vertical de los valores experimentales a la misma sea minima. Si todos los puntos estuviesen
exactamente sobre una recta, se cumpliria que:

Y, — (A+BX) =0 Vi 2)

Sin embargo, dado que los datos experimentales siempre estan afectados de un error, la diferencia en la
ecuacion (2) no es cero, sino que para cada par de puntos (X;,Y;) se observa una diferencia e; con el valor
calculado por la ecuacion (1),

IlY
f(X) =(A+BX) .
Yy o
o -
e =Y —@+BX)
R o e
e ;(Xi:Yi)
Yp--em- °//
A0 !
Yo X,
X, X; Xy

La desviacién vertical entre cada punto experimental Y; y el corresponidente valor de funciéon de la recta
f(X;) = (A4 B X;) esté indicada en el grafico como e;. De esta forma:

Y;—(A—FBXi):ei V1 (3)

De las N lecturas (Xj,Y;) se obtienen N desviaciones e;, y cada e; depende del valor que se le asigne a
los pardmetros A y B.
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Se considera como valor més acertado para atribuir a los parametros A y B, aquel que haga minima la
suma de los cuadrados de las desviaciones:

S=3"¢ = Mimnimo (4)

La condicion de valor minimo para la ecuacion (4) se obtiene pidiendo que las derivadas parciales respecto
de los parametros A y B sean cero,

oS oS
9A 0 vy 9B 0 (5)
En el caso propuesto, esto seria:
05  ROYi—(A+BX))? | & B
89S <L O(Y;— (A+ BX;)) N
%; o =2. ; —(A+BX)(-X)] =0

de donde resulta el sistema de ecuaciones:

Z +AZX Z - Yi) =0 (6)

=1

N N
BY Xi+A-N->Y,=0 (7)
=1 =1

La solucién de este par de ecuaciones da los valores buscados de A y B, es decir, el de aquellos que
cumplen con la condicion de la ecuacion (4). En matematica esta manera de ajustar los valores experimentales
obtenidos se denomina regresion lineal de Y en X. En una calculadora es el modo LR.

Resolviendo las ecuaciones (6) y (7), se obtienen los valores buscados para la ordenada al origen, A, y la
pendiente B de la recta que mejor ajusta a los datos experimentales:

N N N N
Z(Xi)z > Y= X X ) (XY))
A _ =1 =1 l)z:l =1 (8)
N N N
NY(XiYy) =X Xi XY
g _ =l - =1 i=1 ()

donde el denominador D también es un valor que da idea de la dispersiéon de los datos en X:

N N 2

D =N (X))~ (Z X@')
i=1 i=1

¢ Qué intervalo de incerteza corresponde asignar a los valores de A y de B determinados?

La medida de la variaciéon de los valores Y; medidos, respecto de los valores calculados, Y; = A + B X,
es llamado error tipico de la estimacion oy, y tiene un significado equivalente al de la desviacién tipica para
una serie de medidas,
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Si tenemos en cuenta que la desviacion estandar en los valores medidos de X es mucho menor que la
desviacion estandar en los valores medidos de Y (ox << oy ), podemos afirmar que la desviaciones en el valor
de la pendiente, B, y de la ordenada al origen, A, calculadas, se deben casi exclusivamente a la desviaciones
en los valores medidos de Y.

Nota: el valor de oy puede obtener directamente de la calculadora en modo regresion lineal.

Luego, aplicando la relacién que permite calcular la desviacién estandar de una magnitud que esta dada
en funcién de otras variables medidas, se llega a la siguiente expresion:

N 2 N 2
0B 0A
o5~ Z(ay;) 2y oan Z(zm) o2

i=1 =1

Calculando las derivadas parciales de B y A, ecuaciones (8) y (9), se obtienen las siguientes expresiones:

N S X?
op " Oy 5 y OA R Oy T

Los errores absolutos en la pendiente y ordenada al origen son:

OA

OB EA .

VN VN

Luego, la expresion final para los parametros de la recta sera:

Ep =

Pendiente = B 4+ Ep
Ordenada al origen = A+ F4

Observar que el método de cuadrados minimos, presentado de esta manera, se puede aplicar a funciones
no lineales, siempre que la funcién que relacione los puntos se pueda linealizar (por ejemplo: y = bx® puede
ser considerada como y¥/* = b9z, donde Y = y¥/% y X = x).

Correlacion

Para averiguar si existe o no correlaciéon entre las dos variables se construye un diagrama de puntos
(X,Y) en base a un sistema de ejes cartesianos. Se obtiene asi graficamente un conjunto de puntos llamado
diagrama de dispersion. En general se presentan tres situaciones:

(a) Los valores estan distribuidos simétricamente alrededor de los valores de los promedios de X y de Y o
sea, del punto de coordenadas (X,Y), formando una nube en torno a dicho punto.
(b) La distribucion de puntos (valores) se aproxima a una curva con desviaciones de poca entidad.

(¢) Los puntos forman una nube alrededor de una curva con fluctuaciones de cierta importancia.

Y 4 4
0% &° og;o
00600, o n&‘;boo
1—, ____o%oc_;o?;ge o o‘? 0o
o oS b
%%,4;;? & et
; X X ° X
X
(a) (b) ©)
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En el caso (a), las variables no tienen correlacion, es decir, no hay dependencia entre ellas y se puede
observar que las distancias de estos puntos a una recta hipotética es muy grande, por lo que no se cumple
con la hipotesis establecida.

En el caso (b), existe una dependencia casi total entre X e Y. Se dice que existe una correlacion fuerte
entre las variables, y hay una relacion funcional Y = f(X). Las fluctuaciones se deben a las incertezas
casuales y de apreciacion, y pueden ser compensadas con un analisis estadistico.

En el caso (c), existe una zona de dispersion con pendiente positiva o negativa. La correlacion es estadis-
tica, es decir, las variables estdn vinculadas por factores conocidos o ignorados pero muy dificiles de aislar.
No es interesante desde el punto de vista de la experimentacion, ya que el disefio de la experiencia incorpora
excesivas incertezas: permitiria encontrar més de una recta posible, siendo imposible determinar cual de ellas
es la correcta.

La grafica de la curva a la que se aproximan los datos del caso (b) es la llamada curva de regresion de'Y
sobre X. Cuando la curva es una recta se llama recta de regresion de Y sobre X.

Una medida de la exactitud con que se realizd la regresion lineal, o el ajuste de los datos experimentales
a la recta, estd dada por el coeficiente de correlacion, R, definido como:

N
> XiY;
i=1

N N
> XEY Y
i=1 i=1

Una correlacion perfecta entre la recta y los valores experimentales equivale a R = 1, en tanto que un
ajuste malo, o nada de correlacién entre los datos, equivale a R ~ 0.

R:

Para ejemplificar un caso de aplicacion del método de cuadrados minimos, consideraremos a continuacién
el experimento de oscilaciéon de un péndulo puntual.

Ejemplo de aplicacion: Periodo de oscilacion de un péndulo puntual

Utilizando conceptos de dinamica del cuerpo puntual, y con el fin de evidenciar la dependencia entre
periodo de oscilacién de un péndulo puntual y la longitud del mismo, se desarroll6 un experimento en el
laboratorio.

Repasando lo visto en clase, consideremos el diagrama de cuerpo aislado de un
péndulo puntual de masa m, suspendido del techo mediante una cuerda de longitud
L, y analicemos las fuerzas que actiian sobre la masa en el momento en el que la
cuerda esté separada de la vertical por un angulo 6.

Ubicando el sistema de coordenadas polares como se muestra en la figura, y
teniendo en cuenta que las fuerzas sobre m son la tension de la cuerda T y el peso
de la misma mg, las sumatorias de fuerzas de la segunda ley de Newton resultan:

S F:,) — —mgsenf = mag=mL6
S F:) — mgcosd —T =ma, =m(—L6?)

Bajo la consideracion de oscilaciones a pequenos angulos, es decir donde el angulo 8 no supere los 10°, el
seno de 6 podra aproximarse simplemente como 6, y entonces:

—mg@%mLé

que reordenando nos sirve para demostrar que el péndulo cumple con la ecuacién diferencial correspondiente
a un movimiento armonico simple (M.A.S.):

(9'+%0:0 s G4 w?0=0
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La frecuencia angular de la oscilacion del péndulo (w) dependera entonces tnicamente de la longitud del
mismo. Utilizando la relacién entre el periodo de oscilaciéon T' y la frecuencia angular w resulta:

-7 T:27r,/£
w g

Las magnitudes fisicas que pueden medirse de forma directa en el laboratorio, son el periodo de oscilacién
del péndulo y la longitud de la cuerda con la cual se construye. Entonces, debemos buscar una relacion lineal
entre estas variables, para visualizar la utilidad del método de ajuste de cuadrados minimos discutido antes.
Obtenemos que:

B 472

[
y esta es la relaciéon que nos va a servir para el tratamiento de los datos experimentales, identificando a la
variable independiente (X;) como la longitud de la cuerda del péndulo L y a la variable dependiente como el
periodo de oscilacion al cuadrado (Y; = Tf) Como veremos més adelante, la longitud del péndulo se midio
con un error relativo menor al que se obtuvo en la determinacion del periodo de oscilacién. Esto influye en
la eleccion de quién es la variable independiente y cual la dependiente, como vimos en la teoria del método.

T2 L

Dentro de la pendiente de la recta que vincula T2 con L esta el valor de la gravedad g, cuya magnitud
esperada es de 9.8m/s? = 980 cm/s?. Este experimento nos servird entonces para determinar de manera
indirecta un valor experimental de la aceleraciéon de la gravedad.

Supongamos que se tomaron registros de los periodos de oscilacién del péndulo para N = 6 valores de
longitud diferentes, como se muestra en la siguiente tabla:

Longitud L (X;) [£0.1em] | Perfodo T [£0.15s] | T2 (Y;) [s%]
138.7 2.37 (5.62 £0.71)
148.8 2.46 (6.03 £+ 0.74)
162.3 2.56 (6.56 & 0.77)
192.7 2.78 (7.73 £0.83)
214.6 2.93 (8.60 & 0.88)
240.7 3.17 (10.04 £ 0.95)

Recordemos que el error en el periodo estaré gobernado por el tiempo de reaccion del operador y el error
en el perfodo al cuadrado se calculard por propagaciéon de errores, por tratarse de una mediciéon indirecta

oT?
(B2 = | 5% || Ex| = 2Tl Ex)).

Griafico de dispersion
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Como vemos en el grafico de dispersion anterior, donde se representaron los valores experimentales, existe
una relaciéon lineal entre las magnitudes medidas, y sera factible utilizar el método de ajuste de cuadrados
minimos.

Si se desea realizar el calculo de A y B, debemos recurrir a las expresiones obtenidas en las ecuaciones
(8) v (9), realizando las diferentes sumatorias involucradas en las mismas:

6
S X; = 1097.8 [em]
i=1

Y; = 44.58 [s?]
1

6
1=

6
3 X;Y; = 8493.205 [cm s2]

=1
6
(X;)? = 208843.36 [cm?]
=1
6 6 2
D=6->(X;)%?~ (Z XZ-> = 47895.32 [cm?]
=1 i=1

Reemplazaremos estas sumatorias en las ecuaciones (8) y (9) para obtener los pardmetros buscados:

Me

(X)2X Y- > X, > (XY))
=1 =1 =
D

A="

6 6
=1

_208843.36 [cm?] - 44.58 [s?] — 1097.8 [em] - 8493.205 [cm 52

A = —0.284024831 [s?
47895.32 [cm?] [5°]
6 6 6
6> (X)) —> Xid Y
B — =1 =1 =1
D

p _ 6-8493.205 [em s%] — 1097.8 [cm] - 44.58 [s?]
B 47895.32 [em?]

§2
= 0.04216082 [}
cm
*Nota: El redondeo de las sumatorias puede llevar a leves discrepancias entre el valor de A obtenido a
mano, con calculadora y con algiin software como Excel.

Para poder expresar correctamente los resultados obtenidos de A y B debemos calcular sus errores
absolutos. Para esto, debemos calcular los residuos, esto es, los valores de los e; de cada medicién y de ahi
el error de estimacioén oy .

Completemos la siguiente tabla:

Longitud L (X;) [em] | T2 (Y;) [8?] |ei=Y: — (BX; + A) [$?] | €2 [s%]
138.7 5.62 0.0496 0.00246
148.8 6.03 0.0339 0.00115
162.3 6.56 —0.1100 0.01211
192.7 7.73 —0.1648 0.02717
214.6 8.60 —0.1640 0.02690
240.7 10.04 0.1749 0.03057
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resultando:

0.07346
=4/ o = 0.110649597 %]
| N /ST X2
0B ~ Oy D Yy 04ROy ZDZ
reemplazamos:

N 6 52
~ = ~ (0.110649597) - {/ ———— = 1.24 x 1073 | —
prov\[p o )\ T7895.32 % [cm]
X2 /208843.36
X o4 ~ (0.110649597) - TrRon gy — 028 %]

Recordando que:

de forma que:

31 2 2
By OB By~ L2Ax 1070 [5] —5.06 x 1074 ~ 5 x 1074 [5]
VN V6 Lem o
Ey= 0A —s E4= % =940 x 1072[32] ~ 9 x 1072[82]

V6

Por ultimo, analicemos las unidades que tienen las constantes A y B y, consecuentemente, sus correspon-
dientes errores:

La pendiente B es igual a 4%, con lo cual tiene unidad de la inversa de la aceleracién, esto es s2/cm.

La ordenada al origen A se espera que sea nula, pero en caso de presentarse un corrimiento experimental

en la recta de ajuste, serfa un valor correspondiente al eje Y de nuestro sistema de coordenadas, y en dicho

eje se representa el periodo de oscilacion al cuadrado. Con lo cual, la unidad de A sera s2.

La expresion correcta de los parametros de la regresion lineal es:
Pendiente = B+ Eg — B = (0.0422 % 0.0005) [—;}
que en notacion cientifica puede expresarse como:

B=(422+5) x 10~ [ 2}

Ordenada al origen == A+ E4 — A= (-0.28£0.09)[s?]

que en notaciéon cientifica puede expresarse como:

A= (-28+9) x 1072 [s?

Sabiendo que la pendiente B obtenida es igual a %.

47?2 472

B = — — e
g 7B
obtenemos:
4 2
g= ————=  — g=935.5075262 2]
0.0422 [ }
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Como g se obtuvo de una medicién indirecta, para conocer su error asociado tenemos que utilizar la
formula de célculo de propagaciéon de errores:

dg —47?
E = |22 \E . B |
‘aB“ 3| ‘

B2 ’EB‘

que en funcién de los valores ya obtenidos resulta:

— 42

E, = ‘(00422)2 0.0005] — B, ~11[%]

La aceleracion de la gravedad obtenida expresada correctamente es:
g =(935+11) [<2]
A continuacion, se muestra la grafica de los datos experimentales, una vez que se realiz6 la regresion

lineal de los mismos. En la grafica aparece tanto la ecuacion de la recta con los parametros A y B que mejor
ajustan los datos experimentales, como el valor del coeficiente de correlacion R.

Ajuste por cuadrados minimos

12,00
y =0,042x- 0,284

11,00 R2=0,99476
—
&, 10,00 '
=
o 900
5 e
g 8,00 oo
(=]
® 7,00 .
=) L
-]
S 6,00 .
= [
-]
A 5,00

4,00

120 140 160 180 200 220 240 260

Longitud del péndulo (cm)

*Nota: Los parametros A y B pueden obtenerse directamente utilizando Excel (o con la calculadora en
modo Regresion lineal). Sus errores deberan calcularse de forma manual en el marco de esta materia.

Por tltimo, podemos notar que el valor de R mostrado en la figura es muy cercano a 1, lo que indica una
muy buena correlacién entre las magnitudes medidas y la recta de ajuste.
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